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ETUDE D’UNE EQUATION FONCTIONNELLE MATRICIELLE

HERVE Loic
LR.M.AR. - Université de Rennes I
Laboratoire de Probabilités
Campus de Beaulieu, 35042 RENNES CEDEX

Résumé

Etant donnée une fonction H 2w-périodique, a valeurs dans M(d,€C ) (d € IN*)
et vérifiant H(0)é3 = €1, ol nous désignons par (€j,...,€;) la base canonique de
C ¢, nous déterminons des critéres assurant, tout d’abord que la suite de fonctions
matricielles ([T=; H(3r))n>1 converge, puis que les d fonctions b1,...,¢q définies
par ¢;(A) = limy — yoo([[3y H (5’\;)62, €;) sont de carré intégrable sur IR, et enfin que
la famille {¢;(-—k),i = 1,...,d, k € Z} forme un systéme de Riesz ou I’on a désigné
par ¢1,...,¢q les transformées de Fourier inverses des fonctions q§1, vee ,d;d. Nous
montrons que les critéres relatifs aux deux derniéres propriétés ci-dessus portent
en substance sur le spectre de ’opérateur Py défini sur 1’espace des fonctions 27-
périodiques, & valeurs dans M(d,C ) par PgF()) = H(3)F(3)H3) + H3 +
w)F(% + m)H(3 + 7)*. Nous généralisons la notion d’interpolation dyadique en
précisant le lien avec 1’étude précédente.

1. Introduction

Nous nous proposons de généraliser la notion d’analyse multi-échelle découverte par
Y. Meyer et S. Mallat [12], [14]. Rappelons qu’une analyse multi-échelle est la donnée
d’une famille de sous-espaces fermés (V,,),ez de L?(IR) vérifiant :

1. (| Va=1{0} et U Vu=L*R).
n€Z neZz

2. Vo C Vo
3. Vo1 =DV, ou Df(z)= f(2z)
4. TVo=Vy ot Tf(z)= f(z-1)

5. il existe une fonction ¢ dans V, telle que le systeme {T*¢,k € Z} soit une base de
Riesz de ;.



Une telle fonction ¢ est appelée fonction d’échelle. Puisque V, C V4, il existe une suite
(hi)rez dans £2(Z) telle que

¢(z) = > h(k)¢(2z — k) dans L*(RR). (1)

keZ

Grace a la transformée de Fourier, (1) s’écrit encore

avec

| =

H(\) =z Y h(k)e?™.

2 kezZ

Pour construire une analyse multi-échelle, on peut aussi partir de 1’égalité (2) considérée
alors comme une équation fonctionnelle (la fonction H est évidemment donnée a I’avance).
Ce point de vue est explicité dans [2], [3], [6], [12], [14] et est contenu dans la théorie qui
va suivre. La généralisation que nous allons entreprendre consiste a déterminer, non plus
une seule fonction ¢, mais plusieurs fonctions ¢, ..., @4 telles que leurs translatés entieres
engendrent un espace Vg vérifiant V, C DVj,.

Autrement dit, il s’agit de construire d fonctions réelles ¢;,...¢4 (d est un entier
arbitrairement fixé) telles que l'on ait, pour chaque entier : = 1,...,d

d
$i(z) =3 D aij(k)g;(2z — k) (3)

I=l1keZ

ou {a,;(n),1,7 =1,...,d; n € Z} est une famille de complexes vérifiant

Z Iai,j(n)|2 < 400 pourz,3=1,...,d.
keZ

Pour tout réel z, nous posons

$1(z)
V(z) = :

¢di$)

et nous définissons, pour tout entier k, les éléments de M(d, C ) donnés par
h(k) = (a; ;(k))i j=1,..a- L’équation (3) s’écrit

V(z)= 3 h(k)V (22 - k). (4)

keZ

Cette équation fonctionnelle s’écrit en variable de Fourier
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. Aa A
V(A) = HS)V(3), (5)
272
ou 'on a posé
ey
V=1
$a(X)
et 1
H(A) =2 ) (k).
2 kezZ
Comme dans le cas scalaire, nous serons amenés a étudier les deux cas de figures suivants :
- Les fonctions ¢y,...,¢q vérifiant (3 ) sont connues a ’avance et appartiennent a
L*(R) : c’est par exemple le cas pour les fonctions issues de l'interpolation (cf. exemple
2 ci-dessous). Nous tenterons alors de prouver que la famille {T*¢;,: = 1,...,d; k € Z}

forme un systéme de Riesz.

- L’autre point de vue consiste a considérer ( $) comme une équation fonctionnelle.
Dans ce cas, celle-ci appliquée avec A = 0 entraine que V/(0) est vecteur propre de H(0)
pour la valeur propre 1. Par ailleurs ( §°) itérée n fois assure 1’égalité

. A A Ao A
V(A = H(E)H(Z) H(E)V(—fﬂ_ .
Nous utiliserons dans la suite la notation :
id A A A
[[H(Z) =H()---H(5)-

k=1

. - A
Si V(0) est continue en 0 et si la suite de matrices (H H (-2—k)) converge vers une
k=1 n>1
matrice notée Ho,()), alors V(\) = H,,(A\)V(0). Inversement, s’il existe un vecteur Z non
nul invariant par H(0), alors la fonction vectorielle définie par

é1(2)

da(X)

V(A = = Ho(M)Z (6)

est solution de ’équation fonctionnelle ( 5) et il nous faudra déterminer successivement
des conditions sur la fonction matricielle H pour que

(P1) le produit infini de matrices dans ( 6 ) converge, auquel cas les fonctions b1, .., b
seront définies,

(P2) les d fonctions ci-dessus appartiennent a ’espace L*(IR),

(P3) {T*¢;,i=1,...,d; k € Z} soit un systéme de Riesz.
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Rappelons brievement les résultats relatifs aux propriétés (P1), (P2) et (P3) du cas
scalaire établis dans [2], [3], [5].

- Si H est de classe C*(a > 0) et vérifie H(0) = 1, alors (P1) est vérifiée et la fonction
définie par le produit infini est continue sur IR et a décroissance au plus polyndmiale.
Nous verrons dans le paragraphe 2 que cette propriété s’étend au cadre vectoriel.

- Soit ¢ une fonction de carré intégrable sur IR. La famille composée des translatés
entieres de g forme un systeme de Riesz si et seulement si la fonction
0(X) = rez |G(A+2k7)|? (que nous appelerons série scalaire associée a g) vérifie la double
inégalité % < 6()) < ¢ pour presque tout réel A, ou la constante ¢ > 0 est indépendante
de ). Nous généralisons dans le paragraphe 3 ce critere au cas de d fonctions gi,. .., ga.

- Si ¢ appartient & L*(IR) et vérifie (1), alors la série scalaire 0 associée & ¢ est
invariante sous ’action de 'opérateur défini sur I’espace des fonctions 27-périodiques par

Puf) = u(3)f(5) +u( + 715 + )

ot u(A) = |H(A)|*. Réciproquement si Py admet une fonction invariante positive et non
nulle en 0, alors la fonction définie par ¢(A) = [1{35 H(Z) appartient & L*(IR). Pour
prouver cette derniere propriété dans le cas ou H est un polyndome trigonométrique, J.-P.
Conze montre dans [3] qu’il suffit de vérifier que I'opérateur Py possede 1 comme plus
grande valeur propre positive, avec une fonction propre associée non nulle en 0. Enfin sous
certaines hypotheses sur les zéros de H, on montre que la famille constituée des translatés
entieres de ¢ forme un systeme de Riesz.

Nous mettons en évidence dans le paragraphe 4 I’analogue de 'opérateur défini ci-
dessus mais opérant cette fois sur I'espace des fonctions 2x-périodiques a valeurs dans
M(d, C ) puis nous énongons les résultats concernant les propriétés (P2) et (P3), tout
d’abord dans le cas particulier ou H est un polynéme trigonométrique a coefficients ma-
triciels (cf. paragraphe 5), puis dans le cas plus général ou H est une fonction matricielle
de classe C* (cf. paragraphe 7).

Nous montrerons en substance (plagons-nous ici dans le cas scalaire pour simplifier),
que si la fonction 27-périodique H est de classe C* et telle que sup, <, ||Phl]lec < +00
ou 1 est la fonction identiquement égale & 1 sur IR et || - || la norme uniforme usuelle,
alors la fonction ¢ solution de I’équation fonctionnelle (2) est de carré intégrable sur IR.
En outre, la condition ci-dessus sur les opérateurs Pj; est nécessaire a la propriété (P3) et
suffisante a condition d’y adjoindre les hypotheses de nature géométrique énoncées dans
[1], [2], [5]. Nous verrons que ces critéres s’étendent au cadre vectoriel.

Enfin nous explicitons dans le paragraphe 6 le lien entre 'interpolation dyadique vec-
torielle et I'équation (5) (cf. exemple 2 ci-dessous). Nous verrons que les résultats établis
dans le cas scalaire [4], [7], [10] se généralisent trés simplement au cadre vectoriel. Les
différents exemples d’interpolation dyadique vectorielle sont inspirés des travaux de J.-L.
Merrien [13].

Par commodité, nous avons choisi le cadre dyadique, c’est-a-dire celui de I’équation
(5), mais nous verrons dans le paragraphe 3 qu’il existe des exemples vérifiant
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V() = H(%)V(%) ol r est un entier supérieur ou égal a 3.
Exemples

Ezemple 1 : Soient ¢ et 1 respectivement les fonctions “pere” et “mere” d’une méme
analyse multi-échelle scalaire (V},)ncz. Rappelons que ¢ et 3 vérifient
AL~ A

$(\) = mo(3)4(3)

W) = m(3)id)

ot m;(A) = e"**mg(A + 7) (nous nous plagons ici dans le cas ot {@(- —k),k € Z} est une
base orthonormée de V;). Nous reprenons les notations vues précédemment en identifiant
¢ et ¢, puis P et @,, de sorte que

~

o) = HGV (),

w=(7) )

avec

Il est clair que
+oo A
400 A H mo(ﬁ) 0
kI:I1 H(g) = X oo \ :
= ml(E)gmo(2.2k) 0

et la solution donnée par (6) avec ici £ = € est

: () )
VId)=1| ~ .
=40
Notons que |’espace engendré par la famille {T%¢,T*y,k € Z} n’est autre que l'espace
V.

Evidemment, ce type d’exemples ne peut motiver la généralisation du cas scalaire au
cadre matriciel. Toutefois ce cadre apparait naturellement dans la théorie d’interpolation
d’ordre supérieur a 1 qui consiste, pour simplifier, & déterminer par exemple deux fonctions
@1 et ¢, vérifiant pour tout entier k

¢1(k) = do ; (61)(k) =03 (¢2)(k) =0 (¢2)'(E) = 0o k-

Si le systeme {T*¢,,T*$,, k € Z} forme une base de Riesz dans ’espace V;, qu'’il engendre,
alors toute fonction dans V; s’écrit

f=3 f(O)T* ¢+ ) f(k)T* .

keZ keZ



Nous étudierons le cas ot les fonctions ¢; et ¢, vérifient une équation de type (3)
(avec d = 2 ici) en explicitant dans le paragraphe 6 le lien entre analyse multi-échelle et
interpolation dyadique. Voici un premier exemple de ce type.

Ezemple 2 : Interpolation d’Hermite

Etant donné un entier r > 1, désignons par E (sous entendu E(r)) I'espace des fonc-
tions de classe C"! sur IR dont la restriction a chaque intervalle [k, k+1] (k € Z) coincide
avec un polynéme de degré < 2r — 1. Nous utiliserons la notation :

d
Af = f
f(r.—l )

A tout élément de F correspond la suite (A_‘f (k))rez d’éléments de IR™ et réciproquement,
a toute suite (A'(k))ke z d’éléments de IR" correspond une et une seule fonction f dans
E vérifiant Af (k) = (k) pour chaque entier k. Le second point résulte de I'existence
et I'unicité de 'interpolation d’Hermite sur chaque intervalle [k,k + 1]. En particulier
pour chaque entier 7 = 0,...,7 — 1, il existe une unique fonction ¢; dans E vérifiant
5¢,~(k) = 6o €. 1l est clair que ces fonctions sont & support compact contenu dans [—1,1]
et par unicité de 'interpolation d’'Hermite, toute fonction dans E s’écrit

r—1

g) =3 3 fOk)$s(z - k), (7)

j=0keZ

la série ci-dessus étant pour z fixé une somme finie. Les fonctions ¢; sont appelées fonc-
tions principales. La fonction x — f(Z) (pour f € E) est elle-méme élément de E. Cette
remarque (appliquée aux fonctions ¢;) et I'identité (7) entrainent I’égalité :

r—1

éi(= )_Zzzwpm( )pi(z — k), Vi=0,...,r —1. (8)

j=0keZ

Ainsi, les fonctions principales vérifient une équation du type (3). Définissons a présent
le sous-espace V, de IL?(IR) engendré par le systeme {T*¢;,i = 0,...,r —1, k € Z}. Si
r = 1, nous retrouvons l’espace classique des splines linéaires [14] et ¢o n’est autre que
la fonction triangle (cf. Ex. 3 du §7). Dans ce cas, la famille composée des translatés
entieres de ¢ forme une base de Riesz de Vy. Nous généraliserons ce résultat au cas r = 2
et r = 3, a savoir : dans les deux cas, la famille constituée des translatés entieres des
fonctions principales forme une base de Riesz dans V4. Enfin, plagons-nous dans le cas
r = 2 et considérons une fonction quelconque f de E : I'égalité (7) entraine

f'(z) =3 f(k)dp(z — k) + X f'(k)i(z — k).

keZ keZ

Soit s un entier positif quelconque : puisque D™*FE C E, nous pouvons appliquer la
formule (7) et la précédente a la fonction £ — f(27°z). Appliquant ceci avec
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z=n+3% (n € Z) et utilisant I'identité (8), nous montrerons dans le paragraphe 6 qu'il
existe deux matrices M(0) et M(—1) dans M(2, R) telles que

Af(27%n +276H)) = A=GHIM0)A*AS(27n) + A~ M(=1)A*AF(27"(n + 1)),
ol A = diag(1, 3).
(Nous reviendrons en détail sur les calculs précédents dans le paragraphe 6).

Ainsi, la notion d’interpolation dyalique au sens défini dans [7] s’étend au cadre ma-
triciel : la formule ci-dessus permet, partant des données de f et f’ sur le réseau Z, de
calculer les fonctions f et f’ en tous les points dyadiques. Cette généralisation est inspirée
des travaux de J.-L. Merrien [13].

2. Convergence du produit infini de matrices

Toute fonction a valeurs dans M(d, C ) sera appelée dans la suite fonction matricielle.

Nous notons (€, ..., €s) la base canonique de € ¢, puis || - ||; la norme hermitienne sur
C ? et | - |, la norme matricielle associée, & savoir :

|IN|2 = sup ||NZ|; pour N € M(d,C).
[12H2=1

Nous dirons qu’une fonction matricielle 27-périodique A — H()) = (a;;())); j=1,..q €st
de classe C*(0 < o < 1) si les d? fonctions scalaires a;; sont de classe C* sur [0,27], ou
encore (ce qui est équivalent) si H vérifie la condition suivante :

cup (@) = HY)l2
4 |z —yl*

2,y € [0,27],2 # y} < +oo.

Lemme 2.1. Si H est une fonction matricielle de classe C*(a > 0) telle qu’il eziste une
matrice M dans GL(d,C ) vérifiant M~*H(0)M = diag(1, pa, ..., pq) avec |g;| < 1 ou

n
pi = 1, alors, la suite (H H(=) converge uniformément sur tout compact de IR vers
k=1 n>1 .
une fonction matricielle continue que nous noterons Hy,. St p; # 1, alors Ho,(A)Me; = 0.

Démonstration du lemme (2.1.) : Posons G(A) = M~'H(A)M. 1l est clair que G
est aussi de classe C* et on a [];_, H(;"g) = M Iz, G(Z)M™, de sorte que les pro-
duits infinis relatifs & H et G convergent ou divergent en méme temps, avec a la limite

Ho()) = MGo(A)M~1. Nous montrons maintenant que la suite (I!I G(ﬂ)) converge

=1 n>1
uniformément sur tout compact de IR. Notons que |G(0)|; =1, d’ol | |G(A)]2—1] £ ¢]A]>.
Soit A > 0 arbitrairement fixé. Alors, pour tout réel A € [—A, A}, nous obtenons

A cA
g)iz - 1| < ook

——

k—+0o

1G(

A
log [G(55)la




Ceci prouve la convergence uniforme sur [—A, A] de la série ;5 |log |G(2ik)|2|, ou en-
+o0 A
core, celle du produit infini H |G =7 )]2- Définissons maintenant, pour tout entier n, les

fonctions of;(z,7 = 1,... d) par

Pour ¢ > p, nous écrivons :

(T e (Megn) &,

k-p+1

a2, = @ (1 6(30) @

D’apres l'inégalité de Cauchy-Schwartz dans € ¢, nous obtenons (par convention p; = 1)

oty = ets 0l < I ([16(0) allxll TT 66006 - 76

k=p+1

< H G( k)ea K3 €l
2

k=p+1

ou la constante ¢ > 0 est indépendante du réel A € [—A, A]. Or,

- = /\

H G(Qk ”g e = H G(zk —Hj H G 2k
k=p+1 k=p+1 k=p+1

k=p+1 k=p+1

q-p-2 A - A -
+ i (Cln)Glan)é - 1O

—pm AL -
+ l‘; p-1 (G(2P l)ej—yjej)

]
- (H 65 ) (65005 - w5
A

k=p+1
A
+ (HG§ (
k=p+1

A - —
(7)€ — #s€;

)5 — s

+ -P-2G(2p+l)(G(
+ w7 (G(2,+1) —uje”j)

8



Pour N € IN suffisamment grand, nous avons quand m > n > N

0<kl:[|G(2k , YA e[-A, Al
Désignons par (gi,;(A))ij=1,..4, les coeflicients de la matrice G(\).Pour ¢ > p > N, nous
obtenons ﬁnalement

H G5 2k — b3 Tl < e Z 1G(5% Qk = 13€)l2

k—-p+1 =p+1
g A /\
< e Z Igj,j(2k ﬂ]|2 + E Igz,j —k
k=p+1 =1

i#]

Par hypothese, g; ;(0) = p; x §; ; et les fonctions g; ; sont de classe C*, d’oli pour tout réel
A€ [-A, 4]
A 2
03538) ~ il + Ll < o
t#J
Par conséquent, pour tout réel ¢ > 0 arbitrairement fixé, nous pouvons choisir un entier
N suffisamment grand pour que

Vg>p2 N, VA€ [-4 4], |af;(A) - piPal;(N)] S /2

d’ou,
lad;(0) = a2, < lad;(0) = el + lef; (V) — # Vel (V)]
< ¢

La propriété de Cauchy dans C assure que la suite (af;)n.>1 converge uniformément

sur [~A, A] vers une fonction of5 vérifiant (par passage & la limite) a$3(A) = p$Pag3())
ou p3 = limp_ 400 p}. Si p; # 1, alors la fonction af? est nulle pour chaque entier

t=1,...,d. Le lemme est finalement démontré. a
Remarques (H vérifie les hypothéses du lemme 2.1)

+o00
1. Evidemment, la convergence du produit infini [] H (ET)’ ou encore ’existence des
k=1
fonctions ¢y,..., ¢4 données par (6) est loin d’entrainer la propriété (P2). Cepen-
dant, comme dans le cas scalaire (cf.[3]), les solutions ¢,,..., ds sont des fonctions
a croissance au plus polynomiale sur .

En effet, pour tout réel A et tout entier n > 1, nous pouvons écrire
. n A A A
70l < TGP Gl

Posons M = supjgjorq lH(M)|2 et ¢ = supygi_n V)2 (¢ < 400 car A —
V()) est continue sur [~7,7]). Pour ) fixé dans IR, nous définissons le plus petit
entier £()) tel que I?%;ﬂ < 7 (C'est-a-dire £(X) = [logz(Jf\;l)] + 1). L’inégalité ci-
dessus appliquée avec n = £()) — 1 entraine finalement que ||V())|]; < eM-1 <
C’lAllOszM



10

2. Par ailleurs, si H est un polynome trigonométrique a coefficients dans M(d,C ), a

savoir .
H(\) = Eei’\kh(k), h(k) € M(d,C ),
k=p
alors les distributions ¢, ..., ¢4 définies comme transformées de Fourier inverses des
distributions qSl, . ¢>d, sont & support compact contenu dans [p, g].

En effet, quitte a considérer la fonction G (cf. ci-dessus)au lieu de H, on peut
supposer que H(0)&; = €. Nous considérons ici la solution de (5) définie par (6)
avec % = €;. Soit T la transformation définie sur 'espace L*(IR, € ¢) par

q

TF(z) = > h(n)F(2z — n).

n=p
Pour
f
F=| : | eL*R,C?H?),
fa
nous noterons R
fi
F=| :
fa

Ceci étant posé, nous obtenons facilement ﬁ(/\) =H (‘\-)ﬁ' (3), doty,
TrF()) = H H ( 2k /\ ) Fixons maintenant une fonction F' dans L?(R,C ¢)

continue, verlﬁant suppF C [p,q] et F(0) = &. D’une part il est clair que TF
et plus généralement T"F(n > 1) sont des fonctions continues, a support compact
contenu dans [p,q]. D’autre part on a liT T*F(A) = V(A), de sorte que (T"F )1
n—+4+00 -

converge au sens des distributions vers

$1

V={| :
Pa

qui, par passage a la limite vérifie supp V C [p, ¢}.

3. Etude des familles composées des translatés entiéres de
plusieurs fonctions

Etant données d fonctions quelconques g, ..., g4 dans L*(IR), nous nous proposons dans
ce paragraphe de déterminer une condition nécessaire et suffisante pour que la famille
{T*g:yi=1...,d, k € Z} forme un syteme de Riesz, puis d’étudier le systéme de Riesz
dual de ce dernier ainsi qu’un procédé d’orthonormalisation. Enfin nous présentons dans
le paragraphe 3.3 quelques applications dont I'une aux espaces de fonctions splines.

10
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3.1. Systéme de Riesz

Rappelons tout d’abord la définition d’un systéme de Riesz dans un espace d’Hilbert.

Un systéme {e,,n € Z} de vecteurs d’un espace de Hilbert X est appelé systéme de
Riesz si il existe une constante ¢ > 0 telle que l'on ait, pour toute famille finie de scalaires

{a,,n € Z},

SV el SIS vl < e X lanl? 9)

neZ neZ neZ

Dans le cas scalaire, nous disposons du résultat suivant (cf.[14]) :

Si g est une fonction de carré intégrable sur IR, alors {T*g,k € Z} est un systeme
de Riesz si et seulement si il existe une constante ¢ > 0 telle que 'on ait, pour presque
tout réel A, 2 < Y,z |3(X + 2kn)[?> < c. Notons que la fonction A — 6()) donnée par
la série ci-dessus et appelée dans la suite série scalaire associée d la fonction g définit
une fonction intégrable sur [0,27] . En effet, un changement de variable évident entraine

3T 0(A)dX = [g|§(N)|*d). Par ailleurs la fonction 8 est périodique, de période 27. De
méme, grace a l'inégalité de Cauchy-Schwartz, si o et § sont deux fonctions de carré
intégrable sur IR, alors la fonction A — Y3z 0(A+2kn)é(A + 2k) appartient & L1(0, 27).

Définition. Soit d fonctions gy,...,g4 de carré intégrable sur IR et notons C()) la
matrice d’ordre d dont les coefficients sont donnés par

cii(A) = a(Ng(A), i,5=1,....d.

D’apres ce qui précede, la série matricielle A — ()) = Y ez C(X + 2k7) est définie pour

presque tout réel A et sera appelée série matricielle associée auz fonctions g,,...,q,.
Posons
g
ga

Un calcul évident prouve que C()) = A(A)A()), de sorte que C(A) est hermitienne,
positive. Par conséquent pour presque tout réel A, (1) est hermitienne, positive, comme
limite croissante de matrices hermitiennes positives.

Proposition 3.1. Soit gy,...,94 € L}(IR) et A — 6()\) la série matricielle associée. Les
deuz propriétés suivantes sont équivalentes :

{T*g;,i=1,...,d; k € Z}est un systéme de Riesz (11)

Il eziste une constante ¢ > 0 telle que ’on ait, pour presque tout réel A,

11
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1 < 0(X) < cld. (12)
[+

Id est la matrice identité dans M(d, C ) et 'inégalité ci-dessus est a considérer au sens
de la relation d’ordre usuelle sur les matrices hermitiennes, a savoir

A< B & (Af,%) < (BZ,%),YZ € C °,

Application.

Soient ¢i,...,94 d fonctions de carré intégrable sur IR et A la fonction vectorielle
définie par (10). Considérons alors une fonction matricielle M, 27-périodique et posons

A
X)) = MWAQ) =|

Fa(N)

II est clair que s'il existe une constante ¢ > 0 telle que I'on ait, pour presque tout réel A,
|M()\)|2 < c, alors les fonctions fi,..., fq sont de carré intégrable sur IR.

Corollaire 3.2. Sila famille constituée des translatés entiéres des d fonctions ¢, ..., 44
forme un systéme de Riesz et s’il existe une constante ¢ > 0 telle que l’on ait, pour presque
tout réel A,

1
-;Id < MMM <cld,
alors la famille {T*f;,i1=1,...,d ; k € Z} est un systéme de Riesz.

Ceci résulte de la proposition 3.1 et de I’identité évidente

7(A) = M(A)O(A)M(A)" pp, (13)

ou nous avons désigné par 6 et 4 les séries matricielles associées respectivement aux
fonctions ¢,,...,9q4 et fi,..., fa-

Démonstration de la Proposition (3.1.) :

Nous reprenons les techniques du cas scalaire établies dans [14].

Lemme 3.3. Soit {a},...,a,k € Z} une famille finie de scalaires. On a

d . 1 f2r ——
IS S aT altm =5 [ @NZ0),EN)dA,

kEZ i=1 0

ou
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et
a()) = > e pouri=1,...,d.
keZ

En effet, reprenant les notations établies ci-dessus, nous pouvons écrire

1 pam — . 1 ror S .
5 [ EEN,Ea = = [ 3 OOF (), 0))ix
1 - —
= 5 [ OV, Z()ax

car A — Z()) est 27-périodique. En outre, on a

d d
(CZ(A),Z() = >a'(N) ;@j()\)é‘(/\)aj(/\)

i=1

2

d
Y ai(M)@ ()

=1

et la formule de Plancherel assure ’égalité

d d 2
i 1 ~j
IS ST gl = 5= [ [T a(05 ()] dA
k€Z i=1 R ;21
Le lemme est ainsi prouvé.
Démontrons que (12)=-(11).
Le lemme, adjoint a la propriété (12) entraine
L2 2 L ik 2 I LTI
o= [ BB < E Y aiT il < o= [ 150

keZ i=1

Or on a ||F(A)|2 = T&, |¢°(\)]? et, grace a la formule de Plancherel (cette fois dans
L*(0,2x)), nous obtenons finalement la double inégalité(9).

Réciproquement, supposons (11) et posons

p(A) = inf (6(3)Z,7).

Puisque () est hermitienne, u()) est une valeur propre de 6()). Pour chaque réel ),
nous choisissons un vecteur propre

z1(A)
ZN) =1
z4(A)
de 8()), relatif a la valeur propre u(X) et tel que ||Z()‘)]]2 = 1. Il est possible de choisir
Papplication A — Z()) 2x-périodique car § est 2m-périodique.

Posons mpy(A) = 71-27 TN Ve Kn(A) = imn(A)? (noyau de Fejer), puis Zy(A) =

mn(A — /\O)Z (A) , ot Ao est un réel arbitrairement fixé. Puisque par hypothese on a

13
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Do lz(NP =1, (14)

les d fonctions A — my(A — Ao)zi(\) pour i = 1,...,d appartiennent a L?(0,27). Notons
respectivement (ci)rez les coefficients de Fourier des d fonctions définies ci-dessus, c’est-

a-dire .
. Ek c}c eu\k
mn(A = do)Z(}) = :
5 df o
Ceci étant posé, nous appliquons le lemme avec Z()) = 7 ~(A) :

2

L 1 r2r
S ATt = o [ Ima(i= o) Pa(N)x (15)
kEZ i=1 L2(R) °
1 2T
- /0 Kn(\ = Ao)p(N)dA.

La propriété (9) assure la double inégalité

2

d
PIPILALY

keZ i=1

1 g :
-2 lal <

i=1k€eZ

<ed Y el (16)

Or, par définition des coefficients (c})iez, nous obtenons

. ]_ 2r
> Ikl = 5= [ Ima(h = do) Plei(X) P
keZ

En utilisant & nouveau 1’égalité (14), nous pouvons conclure de (15) et (16) que

27r 27 2 27

7 Kn(h = ro)dr < / Kn(A = Ag)p(\)dA < 2 / Kn(A= Ao)dA.

¢ Jo 0 i
Rappelons que la suite ({nx)n>1 est une identité approchée. Par ailleurs, la fonction 4 est
intégrable sur [0,27] car () < (8())é1, €1) = Tiez 191(A+2kn)|%. Par passage a la limite
dans la double inégalité ci-dessus, on conclut que P'inégalité 2% < u(Ao) < 2me est vérifiée
pour presque tout réel Ag. La méme démonstration appliquée a v(A) = sup (8()) Z,Z)

le=1

assure finalement la propriété (12) et la proposition est ainsi démontrée. a

3.2. Base duale et orthonormalisation

Si {en, n € Z} forme une base de Riesz d’un espace de Hilbert X, alors il existe une base
duale de Riesz associée, c’est-a-dire un systéme {f,., n € Z} de vecteurs de X formant
une base de Riesz dans X et vérifiant (en, fm)xxx = bnm (n,m € Z). Par ailleurs tout
élément z de X s’écrit (au sens de la convergence dans X) z =3, cz(z, fu)en.

14
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Considérons a présent d fonctions gy, ..., g4 et supposons que la famille composée des
translatés entiéres de ces d fonctions forme un systeme de Riesz. Nous allons montrer
que le systeme dual associé est lui-méme composé des translatés entiéres de d fonctions
G1,---,9a- Définissons pour cela le sous-espace E de IL*(IR) engendré par le systéme
{T*gi,i = 1,...,d, k € Z} et considérons la fonction vectorielle A donnée par (10).
D’apres la propriété (12), les matrices §()) sont inversibles pour presque tout réel A. Ceci
permet de définir les fonctions vectorielles

A (80
B(A\)=07"(MNAN) = | (17)
ga(A)
A (e
CO) =0 NAN) =| (18)
da(A)
La théorie des matrices hermitiennes assure les deux propriétés suivantes
-}—:Id <6\ '<cld pp (19)
et
cVId < 0NV <% 1d pp. (20)

Proposition 3.4. Les fonctions §; et 6; (¢=1,...,d) sont de carré intégrable sur IR et
les fonctions §; et o;, définies comme transformées de Fourier inverses des précédentes,
appartiennent @ E. La famille {T*§;,i =1,...,d ; k € Z} est la base de Riesz duale de
{T*giyi = 1,...,d; k € Z} dans E et le systeme {T*0;,i = 1,...,d; k € Z} forme
une base orthonormée de E.

Démonstration Il est clair que les fonctions §; et o; pour 2 = 1,...,d sont de carré
intégrable sur IR. Désignons maintenant par (t; ;(A))i j=1,..4 les coefficients de la matrice
6(\)~1. Les fonctions t;; sont 2x-périodiques et bornées d’aprés (19). Ceci étant posé,
nous obtenons que 8(A)~! = ez e**M(k) dans IL*(0,27), oh I'on a posé M(k) =
(mi(2,7))ij=1,...a avec my(s,7) = 27 ;. :(A\)e~**d). Ainsi,ona B(X) = Z eMM(k)A(N),

keZ
c’est-a-dire pour : = 1,...,d,

d
Gi(A) = 3 € Y muli, 5)d; (A). (21)

keZ Jj=1

15
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Puisque Y 3 |mx(i,5)|* < +oo, la série Y Y~ my(i,7)T*g; converge dans IL*(IR) et
=1 k€Z i=1keZ

plus précisément vers la fonction §; d’aprés (21). On procede de la méme fagon pour les

fonctions o; en utilisant (20).

La propriété (19) et le corollaire 3.2. assurent que la famille composée des translatés
entieres des fonctions ¢y,...,¢qs forme un systeme de Riesz. Plus précisément (cf. (13)),
la série matricielle § associée aux fonctions ¢; vérifie 6()) = 6(A)~! pp.

Prouvons a présent la biorthogonalité des deux systémes. D’apres la formule somma-
toire de Poisson, nous devons démontrer les identités suivantes :

di;(N) = X Gi(A + 2km)g;(A + 2k7) = 65, Vi, j=1,...,d.
keZ

Or, la famile {d; ;(}),7,j = 1,...,d} n’est autre que celle des coeflicients de la matrice
donnée par A()) = Trez B(A + 2k7)A(X + 2k7)*, c’est-a-dire, grace a (17), par A(A) =
6-1(A\)8()\) = Id, ce qui prouve les identités désirées.

De méme, la série matricielle 4 associée aux fonctions o; est donnée par

vA) = 3 C(A + 2km)C(\ + 2k7)*

keZ
= 07V2(N)8(N)072(N)
= Id.

Ceci assure P'orthogonalité du systeme {T%0;,i = 1,...,d; k € Z} (grace a la for-
mule sommatoire de Poisson). Démontrons a présent que ce systéme est total dans
E. Considérons pour cela une fonction f quelconque dans E. Il existe une famille
{ak,i = 1,...,d; k € Z} de scalaires vérifiant Y4 Thez lai|? < +oo telle que 1'on
ait f = Z?_—_l 2kez a;;T"g,-, soit encore, f(A) = 2?:1 m;i(A)gi(A) ot mi(A) = Tiez aiei'\k-
Posons )

, my(A)a(3)

Z(A) = s ,

my(A)ga(A)
soit, Z(A) = M(M)A()) ot M()) = diag(my, (A),...,ma(})).
(18) entraine que Z(A) = M(X)6Y3(X\)C(X) = N(A)C()). Désignons alors par (n; ;(A)); j=1,..d

les coefficients de N(A). Il est clair que les fonctions n; ; sont 27-périodiques et de carré
intégrable sur [0, 2x]. Ceci étant posé, nous obtenons

/ d
2 m1i(A)di(A)

j=1

Z(\)

d :
\ Y nai(A)da(A)

3=1

d’ou,

16
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d

FO) = Y 6:(N6:i(0) | (22)

=1

avec b;(A) = 9_, n;;()). Puisque les fonctions b; sont de carré intégrable sur [0, 2],

nous pouvons définir leurs coefficients de Fourier respectifs (8i)icz. Ceux-ci vérifient

Yo Trez IBi? < +oo. Par conséquent, la série ¥4, Yrez BiT*; converge dans L*(R)
d

et 'identité (22) assure que f = Y > B;T*0; dans L*(IR), ce qui achéve la démonstration

=1 keZ ‘
de la proposition. O

3.3. Applications

Nous reprenons a présent le cadre du paragraphe 1.

Ezemple 1 : Nous généralisons 'exemple 1 du paragraphe 1. Considérons pour cela
une ondelette ¢; relative au cas scalaire, a savoir :

- {T*¢,,k € Z} est un systeme de Riesz.

- ¢, vérifie qgl(/\) = ml(-;\-)d;l(%), ou m, est une fonction 2w-périodique, de carré

intégrable sur [0, 27]. Nous supposons en outre que la fonction m; est continue sur [0, 27].

Considérons maintenant une fonction m, 27-périodique, continue et posons
A(A) = i (
( ) (mz()‘)
et $2(A) = my(§)é1(3)-

Proposition 3.5. Si pour tout réel A, les vecteurs /I(A) et /i.()\ + ) sont linéairement
indépendants dans C 2, alors le systéme {T*¢;,i = 1,2, k € Z} est un systéme de Riesz.

Remarque :

1. Avec les notations habituelles, la fonction vectorielle V vérifie (5) avec

o=l o)

Notons que Ker H())* est le sous-espace orthogonal a A()) dans € 2. Par conséquent
la condition de la proposition est équivalente Ker H(A)* NKer H(X + x)* = {0}, ce
qui s’écrit encore H(A)H(A)*+ H(A+7)H(A+7)* > 0 (au sens de la relation d’ordre
sur les matrices hermitiennes). Nous retrouverons cette identité dans le paragraphe
suivant comme condition nécessaire & la propriété (P3).

17
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2. Suivant les notations habituelles ¢, est une fonction de ’espace V;. Cependant
'espace engendré par les translatés entieres des fonctions ¢; et ¢; est a priori un
sous-espace propre de V;. Il coincide avec V] si par exemple il existe deux fonctions
a et b 27-périodiques et bornées, telles que (X)) = a(A)d;(A) + b(A)a(A) ot ¢ est
I’ondelette “mere” associée a ¢,.

Démonstration de la proposition 3.5 :

Il est clair que ¢, est une fonction de carré intégrable sur IR. Puisque I'on a
V(A = ¢1(-§)A(-’%), la série matricielle 8 associée aux fonctions ¢, @, s’écrit

-~ A - A
= |¢1 +k7r )PA ( + k1r)A( + km)*
keZ
d’ol1, en sommant sur les entiers pairs, puis sur les entiers impairs,

00) = 13)AGAG) ++(G +7) A + w4 + )

ott ¥(A) = Tkez [h1(A + 2k7)2.

Par hypothese et d’apres la proposition 3.1, 4 vérifie (12) (avec d = 1). Par conséquent,
0 vérifie a son tour (12) (avec d = 2) si il existe une constante ¢ > 0 telle que

%Id <A <cld (23)

-

ot A(X) = AA)AN)* + A(A+ m)A() + 7).

Lemme 3.6. Etant donnée une fonction B continue sur [0,27], d& valeurs dans ’espace
des matrices hermitiennes, les fonctions p et v définies par

u() = sup (B(N)Z,3)

et

v(A) = inf (B(A)Z,7)

"5“2—1

sont continues sur [0, 27].

Admettons pour le moment ce lemme et notons encore p et v les fonctions du lemme
ci-dessus associées a la fonction A — A(A). La double inégalité (23) est équivalente a

o |

<v(N) < p(\) S ¢, A€ o,2n). (24)

18
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Or, d’apres le lemme 3.6, les fonctions p et v sont continues, ce qui prouve la derniere
inégalité de (24). Pour prouver la premiére inégalité de (24), il suffit de démontrer que 7
ne s’annule pas sur [0, 2r], c’est-a-dire que Ker A(A) = {0} pour chaque réel A € [0, 2x],
ce qui est évident grace a I'hypothése de la proposition.

Démontrons a présent le lemme 3.6. D’aprés la théorie des matrices hermitiennes,
nous savons que |B(A)|z = max(|u(A)], |v(A)]). Posons ¢ = supyeiozq [B(A)]2 + 1 (c est
défini car A — |B(})|, est continue sur [0,2x]), puis, T(A) = B(A) + cId, X € [0,27].

Les fonctions u' et v’ du lemme relatives a la fonction A — T()\) vérifient p'()\) =
p(A) + c et 9’(X) = n(A) + ¢, d’ott en particulier, »'(A) > 1. T()) est donc une matrice
hermitienne, positive et non dégénérée, de sorte que p'(A) = [T(A)|; et 7'(X) = |T(N) 77
Les applications A — T()) et A — T(A)~! étant continues, nous en déduisons que les
fonctions p et n sont continues sur [0, 27]. O

Ezemple 2 : Fonctions splines

Nous reprenons ici la définition des espaces de fonctions splines présentée dans [14].
Pour tout entier r > 0, nous désignerons par V, (sous-entendu Vp(r)) le sous-espace de
IL*(IR) constitué des fonctions de classe C"~! sur IR dont la restriction & chaque intervalle
[k,k + 1] (k € Z) coincide avec un polyndme de degré < r. Evidemment si r = 0, nous
ne tenons pas compte de la condition de régularité. Notons x la fonction indicatrice de
I'intervalle [0, 1] et rappelons que la famille composée des translatés entieres de la fonction
g = X * -+ *xx (r+1 fois) forme une base de Riesz de V; et plus précisément une base
orthonormée si r = 0. Nous obtenons ainsi pour r = 1: g(z) = (1 + z)1_1,0(z) + (1 —
x)1p)(z). Notons que g(n) = by, (n € Z), de sorte que toute fonction dans V} s’écrit
f(z) = Yhez f(k)g(z — k), cette série étant, pour z fixé, une somme finie. Y. Meyer
généralise ce résultat dans [14], a savoir : si r est impair, alors il existe une fonction A
dans V, vérifiant

h(n) =éon, VnE€ Z (25)

et telle que ses translatées entieres forment une base de Riesz de V;. h est appelée spline
Lagrangien et toute fonction dans V; vérifie f(z) = Y rcz f(k)h(z — k) (on dit aussi que
h est une ondelette interpolante [4]). En revanche, si r est pair, il n’existe pas de spline
Lagrangien. Sans entrer dans les détails de la démonstration rappelons que la condition
(25) est équivalente (du moins quand h est intégrable sur IR) 4 a()) = Tiez h(A+27) =1
(il suffit pour cela d’utiliser 'identité a()\) = ¥,cz h(n)e*"). Puisque A(A) = m(A)g(A)
ou m € IL*(0,27), nous en concluons qu’il existe un spline Lagrangien dans Vj si et
seulement si la fonction v(A) = Yxez §(A + 2k7) ne s’annule pas sur [0,27], auquel cas
R(A) = (7(2))~1§(}). Y. Meyer prouve que cette derniére propriété n’est vérifiée que
quand r est impair. La fonction g correspondante étant a support compact, 4 est un
polyndéme trigonométrique. Mais alors la fonction A — (y(A))™! n’est pas un polynéme
trigonométrique et la fonction h n’est plus a support compact (excepté pour r = 1oty =
1). Ainsi si r = 3, la fonction h est & décroissance exponentielle. Notons que la définition
d’une base de Riesz appliquée au systeme {T*g, k € Z} exprime (pour r impair) que
Iopérateur d’échantillonnage Sp : f — (f(k))kez définit un isomorphisme de V, dans
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(*(Z) et le spline Lagrangien n’est autre que I'image réciproque par Sp de §. Nous nous
proposons de démontrer un résultat analogue (cette fois pour r # 0 quelconque), mais &
partir de ’opérateur

U:E - S
f = (&f()ez

ot, E est Pespace des fonctions de classe C"" sur IR dont la restriction & chaque intervalle
[f,kfl] (k € Z) coincide avec un polynéme de degré < r et S, I'espace des suites de

vecteurs de IR". Nous désignons par E; l'intersection de E avec L*(IR).

Proposition 3.7. Soit r un entier positif non nul quelconque. Il exziste dans E une
unique famille de r fonctions @y, ..., ¢,~1 vérifiant A¢;(n) = bon€ pour chaque entier
i=0,...,r—1(n € Z). Ces fonctions sont a support compact inclus dans [—1,1] et la
famille {T*¢;,i =0,...,r—1; k € Z} forme une base de Riesz de E,.

Démonstration : Nous allons prouver que 'opérateur U défini ci-dessus est une bijec-
tion de E dans S. Nous devons pour cela montrer qu’étant donnés deux vecteurs A(n)
et A(n + 1) dans IR, il existe une unique fonction f de classe C"~! sur [n,n + 1] dont
la restriction a chaque intervalle [f, hrﬂ] pour k = nr,...,(n + 1)r — 1 coincide avec un

polynome de degré < r, et vérifiant

— —

Af(f) = A(l), L=n,n+1. (26)

11 suffit évidemment de prouver cette propriété pour n = 0. Pour fixer les idées, désignons
par F Pespace des fonctions de E restreintes & [0,1]. Un résultat classique d’interpolation
(cf. par exemple [16]) assure que toute fonction f dans F s’écrit de maniére unique

r-1 Z

S0 =Y at+ Y alt—2);

1=0

_ [ (t—a) sit>a
(t—a)+—( 0 sinon.

Les équations fournies par (26) avec ici £ = 0, 1 forment un systeme linéaire de 2r équations
a 2r inconnues a savoir dg,...,a,Cy,...,¢_1. 1l suffit de prouver que la solution nulle
est I'unique solution de I’équation homogene associée qui s’écrit

( a,~=0, i=0,...,7‘—1
n-i
an+2( - )nc,'=0

) =1
n!a +n'§n—ic-—0
\ T -i=l n L
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Il reste finalement a résoudre un systeme linéaire de r équations & r inconnues (a,, ¢, - . ., ¢—1)
et ’on conclut facilement car le déterminant associé a ce systéme est un déterminant de
Vandermonde non nul. Par conséquent U est bijective et les fonctions ¢; de la propostion
sont définies de maniere unique respectivement comme image réciproque par U des suites

do €. Par construction (ou encore voir remarque 1. ci-dessous), le support de chaque
fonction ¢; coincide avec l'intervalle [—1,1], et toute fonction dans E sécrit de maniere
unique

@)= 3 k)4~ B) (27)

1=0keZ

(pour z fixé, cette série est en fait une somme finie).

Cette identité appliquée aux r fonctions £ — ¢;(£) (qui appartiennent de maniére
évidente a E) entraine l'identité vectorielle

P r—1
VE) = X hkV(- k),
k=—(r-1)
ou 'on a posé
%o
¢r—1

ook
k) = (i)
Par passage a la transformée de Fourier, cette identité devient

YOy = HEV(E),

t,7=0,...,r—1

ou
1 r-=1

H)== Y e h(k).
T k==(r-1)
Notons par ailleurs que Eq = D, Vo, ou D, f(z) = f(rz). Nous disposons par conséquent
d’une base de Riesz naturelle dans Ey, a savoir {r'/?g(r - —k), k € Z} ou la fonctions g
est la convolée (r + 1) fois de x. Du fait que les fonctions z — g(rz — k) appartiennent
a E (évident) et sont & support compact, il existe d’aprés (27) un entier N telle que 'on
ait, pour tout réel z

r—-1
g(rz — k) = Zr’ > g (rn — k)j(z — k).
Jj=0  |k|[<N

Nous en déduisons que la famille composée des translatés entieres des r fonctions ¢; est
totale dans Fy. Il reste a prouver que cette famille forme un systeme de Riesz. Désignons
par 0 la série matricielle associée aux fonctions ¢o, . .., ¢r—3. La décomposition de chaque
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fonction ¢; dans la base {r'/%g(r - —k), k € Z} assure (par passage a la transformée de
Fourier) ’existence de r polynomes trigonométriques my,...,m,_; tels que

mO(%)
vy = 6| (28)
r A
m.(3)
A= A
= 9(2)A(D):
pos, A+ 2k A+ 2kr o A+ 2k
+2km 0 2 A+ 2kw o A+ 2k7
= ¥ (AR AT f
k€eZ
soit, en sommant séparément sur les entiers de la forme ér, fr +1,...,0r + £ — 1,

60\) ='2": (/\ +r2€7r)g()\ +2€7r)Ao(/\+2€7r)| ,

=0 r

o1 4 est la série scalaire associée 3 la fonction g. Puisque g vérifie la double inégalité (12)
(avec d = 1), nous déduisons de ce qui précede que

Ker(\) = (A(A + 2m )) (29)

=0

ot (A()))* est I'espace orthogonal dans € ™ au vecteur A(\).

Inversement, puisque g appartient a Ey et est a support compact, il existe r polynomes
trigonométriques ay,...,a,-; tels que

r—1
90 = 2 ai(N)gi(})
=0
(utiliser (27) et la transformée de Fourier). Finalement (28) devient

mo(2)ao(2) - mo( 2)ar-1(2)

V) = : V(%)
me_1(2ao(2) -+ mea(2)ar-s(2)
= GEVE),

et par unicité de la décomposition (27), nous en déduisons que H = G. Or il est clair

que InG()\) = C A()), d’ott Ker H(\)* = (A(\)*. En outre, nous obtenons grace & un
calcul évident

-1 r—1 r-1 _.
YHO+E) = 1 % eix’“():ez%“)h(k)

£=0 r k=—(r-1) £=0
= diag(l,r7Y,...,r D),
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Concluons a présent en posant u(A) = sup (0(A)Z,Z) et v(A) = “jﬁlf 1((9(/\):1',’, Z). Nous
|2=1 Zi2=

verrons dans le paragraphe suivant que § est un polynéme trigonométrique a coefficients
dans M(r,C ) (résulte de la propriété de support des fonctions ¢; et de la formule som-
matoire de Poisson). 8 est en particulier une fonction continue et d’apres le lemme 3.6,
les fonctions u et v sont continues. Utilisant (29) et ce qui précede, nous concluons que
Ker8()\) = {0}, d’ott »(}) > 0,V\ € [0,27]. Grice & un argument de continuité, 8 vérifie

la double inégalité (12). a
Remarques

1. Les fonctions ¢y, ..., ¢,—1 de la proposition sont appelée fonctions principales de E,.

Pour les calculer, il suffit de déterminer les r éléments py,...,p,-; de ’ensemble F

(cf démonstration) vérifiant Ap;(0) = € et Api(1) =0 pour 7 = 0,...,r — 1. Les
fonctions principales sont alors définies par

di(z) = Pi(z)l[o,l](x) + (—1)"p,-(—:1:)1[_1,0](a:), 1=0,...,r—1.

-sit =1,po(z) = 1 —z et I'espace Fy coincide avec I'espace V; des splines linéaires.
- sir =2, alors

po(z) = (1-22°)11(z) + 2z — 1)1 (=)
p(z) = z(1- gx)llo’%](m) + %(m - 1)21[%’1](33).

- Si r = 3, nous obtenons

9 1 9 1

po(e) = (=52°+ Dlpgyla)+ (9 -3~ 5(e =30 = 2z = 2)+3) 14

9
— S(e -1 1)

9 1 1 2
p(z) = (=323 + z)l[o,é](x) + (-2-(::: - -?;)3 - 3(z — §)2 + 5) 111 21(2)
3
— -2-(.’1,‘ —_ 1)31[,%’1)(2?)
11 1
pa(e) = (~332°+ 5 1py(a)
S I AR NS VA S
+ (12(”” —3) T RE-3 TRl ) lwal
- %(z - 1)

2. D’aprés la définition d’une base de Riesz, 'opérateur

L: f = (F()kezs- > (D (*))rez)

définit un isomorphisme de E, dans (¢*(Z))".
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3. Si r est un entier impair (r > 3), nous disposons de deux bases d’interpolation dans
E,, & savoir celle de la proposition et {r1/2h(r- —k), k € Z} ou h est le spline
Lagrangien de ’espace V; correspondant. Si nous posons pour £ =0,...,r —1
ho(z) = r'/?h(rz —£), alors la famille ci-dessus s’écrit {hy(-—k),£=0,...,7—1; k €
Z)} et pour toute fonction dans Eg, nous avons le choix entre la formule (27) et

f(z)= Z > f(— — k)he(z — k). (30)

{=0keZ

Il est difficile de comparer les formules (30) et (27) car la premiere repose sur la
donnée de f sur le réseau % Z, tandis que la seconde nécessite la connaissance
de f,...,fV cette fois sur le réseau Z. Notons cependant que les fonctions
principales ¢; sont & support compact, ce qui n’est pas le cas (cf. ci-dessus) des
fonctions h;.

4. Opérateur Py

Rappelons que si ¢ est une fonction de carré intégrable sur IR vérifiant (2), alors la série
scalaire § associée est invariante sous l’action de I'opérateur défini sur sur ’espace des
fonctions 27-périodiques a valeurs complexes par (cf. [2], [3], [5])

Puf(d) = [H( )l2f( )+IH( +7)* f( + 7).

Ainsi pour faire apparaitre de fagon naturelle 'opérateur Py associé cette fois a une fonc-
tion matricielle H 27- perlodlque, commengons par supposer que les fonctions d;, ..., ¢4
solutions de (5) sont de carré intégrable sur IR. Nous reprenons les notations du para-
graphe 1 concernant la fonction matricielle V et nous désignons par 6 la série matricielle
associée aux fonctions ¢y,...,d4. Nous obtenons alors

0()) = 3 V(A4 2kx)V (A + 2kn)*
keZ

= Y HG kWG +knV( + k) H( + k)
k€eZ

Découpant la somme ci-dessus suivant la somme sur les indices pairs, puis celle sur les
indices impairs, nous obtenons (H étant 27-périodique)

A

00) = HIHG) + B +m00 +mH( +7)" @)

4.1. Définitions

Nous noterons M, I'espace des fonctions matricielles 27-périodiques a valeurs dans M(d, C ).
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- Soit H une fonction matricielle 27-périodique. Nous désignerons par Py l’opérateur
défini sur My par
AL A A A A A
P, = H(=)F(=)H(=)" - - - ™
uF () H(Q)F(z)H(Q) +H(2 +7r)F(2 -i—7r)H(2 +7)
Si H est continue alors Py opere aussi sur ensemble C; des fonctions continues, 27-
périodique, a valeurs dans M(d,C ).

- Si pour tout réel A, F()) est une matrice hermitienne, positive, alors la fonction
Py F vérifie cette méme propriété (évident). Nous dirons pour exprimer ceci que Py est
un opé€rateur positif.

Nous venons de voir que si les solutions 4;1, ceey qu de (5) sont de carré intégrable sur
IR, alors la fonction 8 associée est Py-invariante. Nous montrerons dans le paragraphe 5.1
qu’inversement, si Py possede une fonction matricielle ' Py-invariante, telle que F())
soit hermitienne positive pour tout réel A et non dégénérée pour A = 0, alors les fonctions
d;I, ceey qu sont de carré intégrable sur IR.

4.2. Applications : Conditions nécessaires relatives a (P3).

Soit H une fonciton matricielle continue et 27-périodique. Nous supposons dans ce para-
graphe que les solutions d;l, ..., ¢4 de (5) sont de carré intégrable sur IR et que la famille
{T*¢;,i =1,...,d,k € Z} forme un systeme de Riesz. Nous notons 8 la série matricielle
associée et rappelons que celle-ci vérifie (12).

Lemme 4.1. Il existe une constante D > 0 telle que I’on ait, pour tout réel ),
HMNHA)*"+HA+n)H(A+7)* > DId. (32)

Preuve : La fonction 8 vérifie pour presque tout réel ), et tout vecteur # de C ¢,
1 "
(6(N)Z, %) > =||z}|* (cf. proposition 3.1).
c

d’ou, grace a (31)

A A A A A o o
— Y7 MY 5-4 2 A - A . 51
OQHG)E HGYE) + (6 + mH(G + 778 HG + 778 2 el
d’ou, pour presque tout réel A et tout vecteur £ de C d ||H(,\)*5;‘”§ +[|[HO + ﬂ.)af”% >
%”5 ||§ Posons maintenant :

K(X) = inf (T(VE,2),

ou T(A) = HA)H(A\)* + H(A 4+ n)H(X + 7)*. Nous savons qu’on a pour presque tout
réel A, p(A) > 1. La fonction H étant continue, nous déduisons du lemme 3.6. que p est
continue, de sorte que cette derniere inégalité est vérifiée pour tout réel A. a
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Lemme 4.2. Supposons que H(0) = diag(1, pa,. .., pa) avec |pil < 1 ou p; =1, et que
les fonctions ¢y,...,¢q soient données par (6) avec T = €;.

Alors, si les matrices 6(0) et 6(w) sont non dégénérées, on a

H(r)*¢, =0 (33)

$1(2kw) = ok, kEZ (34)
et pour chaque entier 1 =2,...,d,

H(r)"& # 0, (35)

pi # 1. (36)

Notons que sous les hypothéses de ce lemme, on a V(O) = €; et que la propriété (34)
entraine 6(0)é] = €.

Preuve : L’identité (31) appliquée avec A = 0 entraine
(0(0)€y,€,) = (H(0)6(0)H(0)*ey, €1) + (H(w)d(x)H (7)€}, €1)

d’ol1, puisque H(0)"€, = &, (0(x)H(x)*&, H(x)*&) = 0, soit H(r)*& = 0 car 6(r) est
non dégénérée.

Pour k € Z, k # 0, posons 2k = 2°P(2£+1) (p > 1,£ € Z). L’équation fonctionnelle
(5) entraine que V(2kr) = (H(0))*"*H(7x)V((2¢ + 1)7), ce qui grace a (33) assure (34).

Supposons maintenant qu’il existe ¢ € {2,...,d} tel que p; = 1. Le raisonnement
effectué au début de la démonstration s’applique au vecteur €;, de sorte que H(w)*€; = 0.
Nous allons prouver que cette derniére propriété ne peut étre vérifiée, ce qui prouvera
3 la fois (35)et (36). Supposons donc que H(w)*& = 0 avec i € {2,...,d}. Alors, le
raisonnement ci-dessus appliqué a l’indice ¢ assure que (13,-(2k7r) = 0 pour tout entier k
non nul. Puisque par construction on a q§1(0) = 0, nous en déduisons finalement que la
i-eme colonne de 6(0) est nulle, ce qui contredit I’hypothese. 0

4.3. Cas particulier ou H est un polynéme trigonométrique

Posons

HO) = f; eMkh(k),

k=p

ou la famille {h(k), k¥ = p,...,q} est une famille quelconque d’éléments de M(d,C ).
L’entier égal a max(|p|, |q|) est applelé degré de H. Considérons I'’espace E; des polynémes
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trigonométriques a coefficients dans M(d, € ). Tout élément F de E; peut étre décomposé
comme suit :

F() = Y e M(2k) + e? e M(2k +1)
% %
= Fp(2)) + e?F(2))
En particulier H s’écrit H(\) = Hp(2)) + ¢*H;(2)) et un calcul évident montre que

PrF(A) = 2[Ho(A)Fo(A)Ho(A) + Ho(A)Fi(A)Hy (M)
-+ Hl(/\)Fo(/\)Hl(A)‘ + ei'\Hl(A)Fl()\)Ho(A)*].

Par conséquent, Py opere sur E,.

De méme, posons N = g — p et définissons le IR-espace vectoriel EY des éléments
F de E,;, de degré < N et tel que, pour tout réel A, la matrice F()\) soit hermitienne. '

N
Autrement dit, F € E} si F(A) = Y e**M(k) ol les éléments M (k) de M(d,C )
k=—N
vérifient M (—k) = M(k)* pour chaque entier k = —N,..., N.

Il est clair que Py opére aussi sur E%,.

Remarques.

1. Si les coeflicients de H sont des éléments de M(d, IR), alors Py opere sur les deux
espaces équivalents & E; et EY mais ou cette fois les coefficients des polyndmes
trigonométriques sont pris dans M(d, R).

2. Siles solutions ¢, ..., ¢4 de ’équation (4) sont des fonctions de carré intégrable sur
IR, alors elles sont a support compact (cf. paragraphe 2). Nous allons en déduire
que la série de Fourier de la fonciton 6 associée a ¢,..., ¢, est élément de EY. La
formule sommatoire de Poisson entraine que

> Gi(A+2km) = 3 (6, T"¢;)e™  pp.

k€Z keZ
Or, d’apres le paragraphe 2, supp é:c[p, g], d’ou, (¢;,T*¢;) = 0 quand |k| > N,
ce qui entraine degd = N — 1. Par ailleurs, nous savons que 8()\) est une matrice
hermitienne positive. En fait, un lemme plus précis établi dans [14] permet de
démontrer que la fonction 0 est continue, de sorte qu’elle coincide avec sa série de
Fourier.

3. Plagons-nous dans le cas scalaire (d = 1). La propriété (33) s’écrit H(w) = 0. Nous
allons montrer que cette condition, adjointe a H(0) = 1, entraine que 1 est valeur
propre de Py (ceci sans aucune autre hypotheése sur le polynéme trigonométrique H).
En effet, pour des raisons explicitées ci-dessus, Py laisse invariant I’espace EV des
polyndmes trigonométriques de degré N. Considérons la base {¢**;k = —N,... N}
de EV et la matrice P de Pyg~ écrite dans cette base. Notons (pke)ks=-n,..N

N
les coefficients de P. Alors, pour £ € {=N,...,N}, on a Py(e)(0) = > pie
k=—N

27



28

D’autre part, les conditions H(0) = 1 et H(w) = 1 entrainent Py f(0) = f(0), d’ou
en particulier Py (e*)(0) = 1. Ainsi, la somme des coefficients de chaque colonne de
P vaut 1, ce qui s’exprime encore par

1 1

tP . — .

1 1
On en déduit que 1 est valeur propre de P, donc de P et finalement de Py . Ce raison-
nement se généralise au cadre matricielle si la matrice H(r) est nulle. Cependant,

cette hypotheése est en contradiction avec la propriété (35), donc avec la propriété

(P3).

4.4. - Etude des opérations A — % et A o % +7

Nous reprenons ici des notions étudiées dans [5]. Considérons pour cela les deux appli-
cations définies sur [0,2x[ par TiA = % + kx pour k = 0,1. Pour tout réel z, nous
notons {z} l'unique élément de [0,2x[ vérifiant {z} = = mod (27). Notons qu'on a
Toz = {Thz + 7} et iz = {Tox + 7}.

Nous nous proposons de déterminer pour chaque entier m € IN* les sous-ensembles
Zy de [0,27[ définis de la fagon suivante :

A€ Z, s'il existe 6;,...,6, € {Tp,T1} avec p < m tel que §;...6,A = A.

Si)€ Z,— Zn-1, nous dirons que A est un cycle d’ordre m. Dans ce cas, il existe par
définition m éléments 6y, ..., 6, dans {To,T1} tels que §;...6, 4 = A et la propriété 2 du
lemme ci-dessous prouve l'unicité de la famille {é;,. .., 6., }. Nous pouvons par conséquent
définir I’ensemble

COA) = {6...6\k=1,...,m}.

C(X) est en quelque sorte ’ensemble des éléments se trouvant sur le chemin allant de ) &
A

Enfin pour tout réel A de [0,27], nous définissons I’ensemble
0,\ = {6] "'5nA’ n Z 1, 5,' € {To,T]}, 1= 1,...,”}.
Nous énongons maintenant quelques propriétés que nous utiliserons dans le paragraphe

suivant.

Lemme 4.3.

1. Z, = {0} et pour m > 2,

" 2kw
L = = vl 2P —
m LJ2{2P_1,IC Oala a2 2}
p=
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2. Soit Z= | Zm. Alors, € Z={A+7}¢ Z

m2>1

3. Si A ¢ Z, alors pour tout élément z dans 0y, il existe un unique entiern > 1 et une
et une seule famille 6y,...,6, d’éléments de {Ty, T} tels que &,...6,) = z.

Preuve :

1. Soit A € [0,27]. La décomposition dyadique de ﬁ assure l’existence d’une suite
(Ak)k>1 d’éléments de {0,1} telle que
Ak
A=2r 2 ?
k>1

Si nous notons cette décomposition A = 27 - (A1, A,,...), alors
To)\ =27 - (0, /\1, )\2, . )
Tl/\ =27 - (1, /\1, Ag, .o )

Supposons maintenant que A € Z,,. Par définition, il existe un entier p < m et p
éléments 6y,...,6, de {To, T1} tels que 6, ...6,A = A. Il est clair que cette propriété
est équivalente a la suivante : A, = Ay chaque fois que ¥ = k' mod(p) (avec
6 = T,k = 1,...,m). Ainsi, A € Z,, si et seulement si il existe p < m et

ay,...,ap € {0,1} tel que 2”2% = Tho127%ay + 2, soit, or = 5o avec k=
7r —
0,...,27 -2,
2. Soit A € Z. D’apres ce qui précéde, nous pouvons écrire A = 2?,"_”1 avec p > 2 et

k € {0,1,...,2° — 2}. Procédons par I’absurde et supposons que {\ + 7} € Z.

Si A € [0,n, alors {A+ 7} = A+ «, de sorte que A + 7 = 2= avec ¢ > 2 et

£={0,1,...,29 -2}, doti, 2L + 7 = 2 soit encore, (29— 1)[2(k+2771) — 1] =
2(27 —1). Or, ces deux entiers ne peuvent étre égaux, puisque le premier est impair
tandis que le second est pair. On raisonne de la méme facon si A € [r,27[ car dans

cecas {A+7}=A—m.

3. Soit maintenant A ¢ Z et =z € 0,. Supposons que l’on ait
T=01...0.\

et
T=26;...0:A

avec 0;,6; € {To,T1} et k < n. Désignons par A 'opérateur défini sur [0, 2] par
Ay = 2y mod 27.
Notons que ATyy = AT y = y. Ceci étant posé, nous obtenons
TFoy...o0d = TF6; ... 6k,

$0it Op4y...0,A = A, d’'oit A € Z, ce qui est impossible par hypothese. Il reste
a démontrer que toute égalité é,---8,A = 0y---0, A entraine que §; = o; pour
1 =,...,n. Cette propriété est immédiate si n = 1 et on conclut par récurrence sur
I’entier n. Le lemme est ainsi démontré.
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5. Etude des propriétés (P2) et (P3) dans le cas ou H est un
polynome trigonométrique

Nous abordons & présent I’étude des propriétés (P2) et (P3) énoncées dans I'introduction
dans le cas ou la fonction matricielle H considérée est un polynéme trigonométrique a
coefficients dans M(d, C ). Pour fixer les idées, nous posons

H(\) = Xq: e**h(k), h(k)e M(d,C)
et N=q—0p.

Nous reprenons les notations et définitions du paragraphe 4 concernant 'opérateur
Py et I'espace EY. Nous posons v = dim E} et notons P la matrice relative & une base
donnée (i priori quelconque) dans EY de l'opérateur Py restreint a EY. Dans la suite
nous identifierons de maniére canonique les espaces EY et IR, a savoir par I'isomorphisme

EY - R
F—»ﬁ,

ot les coordonnées de F' dans la base canonique de IR sont exactement ceux de F' dans
la base de EY choisie ci-dessus. Enfin, nous noterons I ’élément de EY identiquement
égal a Id.

5.1. Solutions de ’équation (5) dans L(RR)

Nous supposons dans ce paragraphe qu’il existe un élément M dans GL(d, C ) telle que
M™'H(0)M = diag(1, y3,...,pq) avec |g;| <1 pouri=2,...,d (37)

et

Nous considérons ici les solutions de (5) données par (6) avec ¥ = Mé;.

Théoréme 5.1. S’il eziste une norme || - || sur R” telle que
|P| = sup ||PZ] <1, (39)
lili=1
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alors les fonctions q§1, ceey ¢§d sont de carré intégrable sur R.

Nous allons montrer que la propriété (39) adjointe aux hypothéses (37) et (38) entraine
que 1 est valeur propre de I'opérateur Py. Par conséquent (39) s’écrit encore |P| = 1.
Notons par ailleurs que (39) est équivalente a la propriété suivante.

Les valeurs propres de P sont en module inférieures ou (40)
égales a 1 et toute valeur propre a de module 1 vérifie

Ker(P — ald) = Ker(P — ald)®.

Evidemment dans la pratique ce critére est plus intéressant que (39). L’équivalence ci-
dessus découle d’un lemme classique d’algebre linéaire.

Remarques :

1. D’apres l'identité de Plancherel et le paragraphe 2, les fonctions ¢; définies pour
1 =1,...,d comme transformées de Fourier inverses des fonctions ¢; sont de carré
intégrable et a support compact contenu dans [p, q].

2. Si H vérifie
HMNHMN"+HA+m)HA+7)* < Id, VX € [-n, 7] (41)

alors la matrice P vérifie (39). En effet si nous posons || Flle, = supje_nn 1F ()2,
alors il est clair que || [|o est une norme sur E} et pour tout vecteur Z dans C ¢,
nous obtenons

o ) YD YOS W
(PFOZ2) = (FQHG)EHG)D
A A A
+ (F(5 +m)H( + %)%, H(s +7)'E)
2 2 2
d’ot, grace a (41)
(PuF(N)E,2) < [[Flleo x 12113,

ce qui s’écrit encore || Py Fllco < ||F||co- En utilisant 'identification établie précédemment,
nous posons || || = || F||s pour tout élément F de € *. La propriété (39) est vérifiée
avec || - |-

Démonstration du théoreme 5.1. Considérons la fonction matricielle G définie
par

G(\) = M H\)M

et notons Pg l'opérateur du paragraphe 4 associé a G. Pour tout élément F dans EY,
nous obtenons facilement

PoF(\) = M~'Py(MF M*)(\)(M™1)".
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Soit || - || la norme sur E} définie par ||Fljz = || F'||, ot 'on a posé
F'(A) = MF(A\)M* (la norme || - || est celle pour laquelle la propriété (39) est vérifiée).
Ceci étant posé, nous obtenons
IPeFlls = ||MPeFM|
| Pa(MFM")]
d’ou,
[PeFlls < [|MFM*|| = ||F|s.

Si nous désignons par @ la matrice dans la base de EY (choisie au départ) de la restriction
de Pg a l’espace EY, alors nous concluons que @ vérifie (39) avec || - ||.

Posons & présent (cf notation du paragraphe 2)

d1(A)
X(A) = : =G(A)e1 = M'IV(/\).
da(A)
Il est clair qu’il suffit de montrer que les fonctions o4, ...,d4 sont de carré intégrable sur

IR. La démonstration est basée sur les deux lemmes suivants.

Lemme 5.2. VF € Cy4,Vn > 1,

/ , PeF(aA = [

-2

2')

()P d)

ou
A

L) = 6(3) -+ G(Z)

Lemme 5.3. Il existe un élément Fy dans EY vérifiant Fy(0)é; = €1, PoFy = Fy, et
telle que Fy()) soit une matrice hermitienne positive pour tout réel \.

Admettons dans un premier temps ces deux lemmes. Le lemme 5.2 appliqué avec la

fonction Fy du lemme 5.3 assure qu’on a pour z = 1,...,d et tout entier n > 1
2% A - . T o
[ RELWEE) = [ (F()Ead

D’ou, d’apres le lemme de Fatou,
[ (Gl N Fa(0)G (1), E)A <

ol Goo(A) = lim, o II,(A). Par hypothése on a p; # 1 pour j = 2,...,d, de sorte que
(cf. lemme 2.1),
Go(A)'€; =00'(A)e, Vi=1,...,d.

Il en résulte que

| IO R0, 6)dA < o,
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soit,
a’A" M2d) < ¢
/ l ( )l A =G,

ce qui prouve la propriété annoncée.

Preuve du lemme 5.2. Pour toute fonction F' dans C,, nous obtenons, grace aux
changements de variables A — A et A — -’l + m, 'identité

" PsF(O)dA = 2 / F(N)G(V)d

+2/

soit encore, puisque les fonctions G, F' sont 27-périodiques,

N|=|

3r

N

F(NG(A)d),

Nla

/ PsF(A\)d) =2 / N)F(NG()dA.

Grace au changement de variables A — 2\ dans I'intégrale du membre de droite, le lemme
est prouvé pour n = 1.

Procédons a présent par récurrence et supposons ’identité du lemme vérifiée pour un
entier n > 1 arbitrairement donné. Grace au changement de variables A — 2™\, nous
obtenons

T PIMFO)A = 2 PG(PGF)(A)dA

= 2 /_ 1. (2")) P F(A)IL (2" )" d)

Grace a ’expression de PgF et aux changements de variables A — 42‘- et A — 2 + 7, nous
obtenons finalement

r

T z 3
[ Prr)ir = 2 [ [o4 L7 M@ GO RGO L2 Ay dx

2

= gnl / Moyt (27 0) FO)TLge (271 )7d

et I’'on conclut grace au changement de variables 2"t1\ — A.

Preuve du lemme 5.3 D’aprés I'identification établie précédemment, nous définissons
la norme || - ||; sur EY par

IFll = |Flls (F € EY).

Désignons maintenant par I', I’ensemble des éléments F de EY vérifiant F(0)&; = €,
IFll < Il et F(A) >0, VA € [—=,7]. Notons que I € I'. Par ailleurs, il est clair que
T est un convexe, fermé et borné pour la norme || - ||;. Puisque dim EY < 400, T est
finalement un convexe compact. De plus si F est élément de T', alors on a

PcF(0)é; = € (d’apres (37) et(38)),

1PFlly = QF s < 1Flls = I1Flh,
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PgF()) > 0,V) € [—7, ] (cf paragraphe 4).

Autrement dit, 'opérateur Pg conserve ’ensemble I'. Le théoreme de Schauder-
Tychonoff (cf [8]) assure alors l'existence dans I' d’un point fixe Fy (PgFy = Fp), ce
qui prouve le lemme. 0O

Remarque Le fait que H soit un polynome trigonométrique n’intervient que dans
la démonstration du lemme 5.3. Mais cette hypothese est alors fondamentale puisqu’elle
permet de restreindre l'opérateur Py a un espace de dimension finie, ce qui assure la
compacité du convexe I' défini a I'occasion de ce lemme. Si on se place dans le cas général
ou H est une fonction matricielle quelconque de classe C%, on peut évidemment définir
(par exemple dans C4) 'analogue du convexe I' mais la compacité de ce dernier n’est plus
assurée a priori. En revanche, si ’'on sait a ’avance que Py admet un élément F' dans
Cq Py-invariant, vérifiant F(0)é; = €; et tel que F()) soit hermitienne, positive pour
tout réel A, alors les fonctions ¢,..., ¢4 solutions de 1’équation (5) associée a H sont de
carré intégrable sur IR (ceci évidemment sous les hypotheses (37) et (38)). Il suffit en
effet d’appliquer le lemme 5.2 a la fonction matricielle F' et de procéder comme pour le
théoreme 5.1. Nous montrerons dans le paragraphe 7 qu’une telle fonction F existe si
on a sup,>; || Pil|lc < +00. Cette derniere propriété est en particulier satisfaite quand
HA)HM*+HA+7)H(A+7)* < Id (dans le cas d’égalité dans cette derniére condition,
la fonction F' = I convient).

5.2. Etude de (P3)

Les données concernant ce paragraphe sont les suivantes.

- H vérifie (32) et la condition
VA € Zaan, A #0, 3u € C(X) tel que det H(p + 7) # 0. (42)

- 11 existe d fonctions &1,...,q§d de carré intégrable sur IR solutions de ’équation
fonctionnelle (5) associée a H.

La condition (42) constitue la généralisation naturelle au cadre vectoriel des hypotheses
du cas scalaire établies dans [1], [2], [5].

Nous notons @ la série matricielle associée a ¢,,..., ¢4.

Théoréme 5.4. Sous les conditions (82) et (42) les deur propriétés suivantes sont
équivalentes.

—{T*¢i,i=1,...,d,k € Z} est un systéme de Riesz (43)

— det 6(0) # 0. (44)
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Démonstration :

Rappelons que 8 est élément de EY. C’est en particulier une fonction continue.
L’implication (43) = (44) est évidente.

Réciproquement, supposons la condition (44) vérifiée. Nous devons prouver la double

inégalité (12). Or le réel c; = sup |6())], est fini, ce qui s’écrit encore
A€[-m,m)

0(A) L ¢, Id, V) € [-m, 7).
Soit & présent p la fonction positive définie sur [0, 27| par

#(A) f (0(2)Z,2).

= in
HiZle=1

¢ est une fonction continue sur [0, 27] d’aprés le lemme 3.6. Par conséquent, pour prouver
la premiere inégalité de (12), il suffit de montrer que la fonction g ne s’annule pas sur
[0,27], ou (ce qui revient au méme) que la fonction D : A — det §()) vérifie cette méme
propriété. Ceci va résulter du

Lemme 5.5. S’il eziste A € [0,27] tel que D(A) = 0 alors la fonction D est nulle.

Puisque par hypothese on a D(0) # 0, I'implication (44)=>(43) sera finalement démontrée
si nous prouvons le lemme.

Preuve du lemme. Soit A € [0,27] tel que D(A) = 0. Il existe donc un vecteur Z non
nul dans C “ tel que (8(A)Z,Z) =0 , d’o, d’apres (31),

(GG B D) + (0 +mHG + 7% HG + 778 =0,

- Si H(2)*# # 0 alors D(2) = 0.

-SiH(3 +7)"T# 0, alors de méme D(3+7)=0.

En utilisant (32), nous avons finalement prouvé I'implication
DE)=0

D\ =0= { ou (P)
D(3+m)=0

Nous obtenons en particulier pour k£ = 0,1 (cf notation du paragraphe 4.4 :
si det H(TiA) # 0, alors D(A)=0= D(TuA)=0. (P)

ler cas: A ¢ Z. La propriété (P) itérée 2d N fois assure I'existence d’au moins 2d N +1
racines distinctes de D. Mais puisque D est un polynome trigonométrique a coefficients
complexes de degré < 2dN, nous en déduisons que D est nulle.
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2éme cas : A € Z. Si A € Zayn, alors il existe g € C(A) tel que det H(p + 7) # 0
(sinon, A — det H(\) posséderait plus de 2dN racines). De méme si A € Zan, la propriété
ci-dessus est vérifiée d’apres (42). Ainsi dans les deux cas, il existe au moins un entier p
et p éléments 6;,...,8, de {Tp, T} tels que

61...6,A €C(N)
det H(6y...6,A + 7) # 0.

L’itération de la propriété (P) conduit aux deux éventualités suivantes :

- ou bien il existe un entier £ € {2,...,p} tel que D({a}) =0 oua =6;---6,A + .
Mais alors d’apres le lemme 4.3, nous savons que {a} ¢ Z et ’on conclut grice au premier
cas appliqué au réel {a}.

- sinon, nous obtenons apres p — 1 itérations de (P), D(6, - - - 6,A) = 0. Mais puisque
det H({61...6,A + 7}) # 0, nous obtenons grace a (P’) D({é1...6,A + 7}) = 0, et nous
concluons comme précédemment puisque {6; -+ -6,A + 7} ¢ Z. Le lemme est ainsi prouvé.
0

Remarques :

1. Dans le cas scalaire on a 6(0) = ¢(0) = 1 par construction, de sorte que la condition
(44) est toujours vérifiée. Nous préciserons le théoréme 5.4 relatif au cas scalaire
dans le paragraphe 5.3.

2. Plagons-nous dans le cas d = 2 et supposons que H vérifie (37) et (38) avec M = Id.
Rappelons que cette derniere condition entraine (34) (cf démonstration du lemme
4.2.), de sorte que

1 0
6(0) = ( 0 Z'I‘;&zﬁ |<£2(2k7r)|2 )

On en conclut que det 6(0) # 0 si et seulement si il existe k € Z,k # 0, tel que
$2(2kr) # 0.

3. Si (43) est vérifiée, alors la matrice P vérifie (39).

En effet, soit H(d, C ) le sous-espace de M(d, C ) formé des matrices hermitiennes
et H? I’espace des fonctions matricielles 2m-périodiques, continues et a valeurs dans
H(d,C ). Définissons sur 'espace H* Popérateur R donné par

RF = 072 Py (6" Fo'/?)9~1/2,

R est un opérateur positif au sens défini dans le paragraphe 4 et vérifie RI = I.

Soit sur H? la norme | - ||o, définie par ||F|lo = SUP era] [F'(M)]2- [|Fllo <1
équivaut a écrire —Id < F(A) < Id, VX € [—x,x], et puisque R est positif, cette
double inégalité entraine que —Id < RF()\) < Id, VA[—=,7]. Autrement dit, nous
avons prouvé la propriété ||RF||e < ||F|lo, VF € H®. Définissons la norme || - ||;

sur H? par
1Fll = 11672 F87) o
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Alors, on a ||PyFll; = [|07Y2PyFO~'?|| = |0-1/2Py(6V/2F'6'/2)§-1/2||, ot I'on
a posé F'(\) = 6712(\)F(A)0~2(3), d'ots, [|PuF | = |RF'||eo < ||F'lloo = || Fls-
Si pour F € IR” nous posons ||F|| = ||F||:, alors on obtient |PF|| = |PaFl, <

|F|ls = || F||, soit la propriété (39).

Nous énongons maintenant un résultat qui va préciser la dimension de Ker(id — P)
dans le cadre du théoreme 5.4.

Proposition 5.6. Si la fonction matricielle H vérifie la condition ({2) et s’il existe
un élément Fy de EY, Py-invariant telle que, pour tout réel ), Fy()X) soit hermitienne
posttive, non dégénérée, alors on a

dim Ker(id — P) < d°. (45)

Remarque En particulier sous I’hypothese (43), la propriété (45) est vérifiée : il suffit
en effet de considérer Fy = 6. Dans le cas scalaire, nous obtenons donc Ker(id—P) = € 6.
Ce résultat est essentiel. En effet, supposons que H vérifie la condition appelée ” condition
orthogonale”, a savoir

[HMOP+|HO+ 7)) =1, VXe€[0,2n]

Cette propriété exprime que la fonction 1, identiquement égale & 1 sur [0,27] est Py-
invariante, ou plus précisément que 1 € Ker(P — id). Puisqu’on a 6(0) = 1, nous en
déduisons finalement que § = 1. Revenant a la définition de 8, nous en concluons, grace
a la formule sommatoire de Poisson, que le systéme (@i )kez est orthonormé.

Démonstration de la proposition 5.6 :

Supposons que dim Ker(P — id) > d%. Alors il existe d2 + 1 fonctions Fy,..., Fpyy
linéairement indépendantes dans Ker(P —id). Cependant les matrices F;(0), ..., Fy41(0)

sont linéairement dépendantes dans M(d,C ), a savoir : il existe un élément non nul
d?+1
(Boy B1y---,Ba2) de € #41 ) que Z B:F;(0) = 0. Définissons les fonctions matricielles
=1
K et L par
d?+1

=) BFEQ)

i=1
et

L) = Fe PONK (V) Fg ()

Nous allons montrer que la fonction K est nulle, ce qui évidemment contredira 'indépendance
linéaire des éléments F;. Nous allons pour cela utiliser un procédé analogue a celui établi
dans la démonstration du théoréme 2. Définissons 'opérateur R sur C? par

R EQ\) = Fy'*(0\) Pu(FyPE By*) (W F P ().

R est un opérateur positif, au sens défini dans le paragraphe 4. Les fonctions matricielles
I et L sont invariantes par R et celui-ci s’écrit aussi
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R E() = S(G)EG)SG) + G +ME( + 7S +)" (46)

avec S (A) = F0_1/2(2/\)H(A)F(}/2(/\). Puisqu’on a RI = I, la fonction S vérifie
SA)SA)*+SA+7m)S(A +7)* = Id, VA €[0,27]. (47)

Par définition de la fonction matricielle S, ’ensemble Z(s) des zéros de la fonction
s : A — det S()) est exactement 1’ensemble des zéros de A — det H(A) : Z(s) est donc
un ensemble fini, de cardinal inférieur ou égal a 2dN.

Soit maintenant les fonctions y et v définies sur [0, 27] par
#(A) = sup (L(M)Z,Z)
[I1]l2=1
et
A) = inf (L(A\)Z

V() = ot (LVE,9)
D’apres le lemme 3.6., ces deux fonctions sont continues sur [0,2x]. Il existe donc deux
réels a et b dans [0, 27] tels que

p(a) = sup p(A)=M
A€lo,27)

et

v(b) = ,\61[1(')1,1;”] v(A) = m.

Il existe un vecteur ¥ dans C ¢ (||&]}; = 1) vérifiant p(a) = (L(a)Z,Z) d’ol, puisque
RL=1,

p(a) = (L(5)S(5)°E,5(5)°8) + (LG +m)S(5 + )3, 5(5 +7)°3).

- 81 §(5)'T # 0, alors I’bypothése #(5) < p(a) conduit a

u(a) < W@((SGISG) + S +mS(5 + 7))z, 3)
d’ol, d’apres (47), p(a) < p(a), ce qui est absurde.

- De la méme maniere, si S(§ + 7)*F # 0, alors ’hypothése p(% + 7) < p(a) entraine
une contradiction.

En outre, d’apres (47), 'une des deux hypothéses ci-dessus est vérifiée. Par conséquent
nous avons prouvé I’implication suivante :

p3)=M
pla) =M= ou (P)
ps+r)=M
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En particulier, nous obtenons pour £k = 0,1 :
Si s(Tra) # 0, alors p(a) = M entraine u(Tra) = M. (P')
Nous allons itérer ce raisonnement en supposant dans un premier temps a # 0.

ler cas : a ¢ Z. D’apres la propriété 3. du lemme 4.3, il existe un entier £ > 1 tel
que l'on ait : Vn > €, Véy,...,6, € {To,T1},61...6, a ¢ Z(s). Or, l'itération (£ + 1 fois)
de la propriété (P) assure 'existence de £ + 1 éléments é;,...,8,4, de {To,T1} tels que
p(61...6e41a) = M. Posons A = 6, ...8¢41a. D’apres la remarque ci-dessus, nous obtenons
en particulier, pour tout entier k£ > 0, T¥X = 24\,; ¢ Z(s). On utilise alors la propriété (P’)
pour conclure finalement que p(Z%) = p(a), Vk > 0, d’ol, par continuité, u(a) = u(0) =0
(puisque K(0) = 0).

2éme cas : a € Z. Sia € Z — Zyun, il existe u € C(a) tel que s(p + ) # 0 (sinon,
Z(s) contiendrait plus de 2dN éléments). Si a € Zyyn, la propriété ci-dessus est encore
vérifiée d’apres (42). Ainsi dans les deux cas, il existe au moins un entier p > 1 et p
éléments 6,,...,6, de {To, T} tels que

6y...6,a € C(a)
s(by...6,a+m)F#0 °
On procede alors comme dans la démonstration du théoréme 5.4, a savoir :

- S’il existe £ € {2,...,p} tel que u(6...6,a + ) = M, alors on conclut grace au 2.
du lemme 4.3 en se ramenant au ler cas.

- Sinon, la propriété (P) itérée p — 1 fois conduit & u(é;...6,a) = M, et I'on conclut
grace au lemme 4.3 et a (P’), en se ramenant a nouveau au ler cas (remarquer pour cela
que {6;...6p,a + 7} est I'image par Tp ou T} de 6, ... 6,a).

En conclusion si @ # 0, alors g(a) = 0 et cette égalité est évidemment vérifiée si
a = 0. Un raisonnement du méme type appliqué au réel b entraine v(b) = 0. Les fonctions
matricielles L et K sont donc nulles et la proposition est ainsi démontrée. O

Remarque Sous les hypotheses de la proposition 5.6, on peut aussi démontrer le
résultat suivant. Deux éléments G et E de EY invariant par Py coincident si et seulement
si G(0) = E(0) (poser K = G — E et appliquer le raisonnement ci-dessus).

5.3. Exemples.

-Casd=1.

On sait que la condition (42) est nécessaire & (P3) (cf. {1], [2], [5]). Nous reprenons
la démonstration de cette propriété a l'occasion de la proposition ci-dessous qui résume
les résultats du paragraphe précédent obtenu dans le cas scalaire. Nous utiliserons les
notations et définitions du paragraphe précédent avec d = 1.

Proposition 5.7. Etant donné un polynéme trigonométrique scalaire H vérifiant H(0) =
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1 et H(w) = 0, la fonction é définie par ¢ H H ) est de carré intégrable sur IR

et la famille composée des translatés entieres de la fonctzon ¢ forme un systéme de Riesz
si, et seulement si, H vérifie les conditions (32), (42) et la matrice P les propriétés (39)

ou (40).

Démonstration : Supposons vérifiée la premiére assertion de ’équivalence. Alors,
H vérifie la condition (32) (cf. lemme 4.1) et P la condition (39) (cf. remarque 3 du
paragraphe précédent). Pour prouver (42), nous procédons par ’absurde en supposant
qu’il existe A € Zyn tel que 'on ait

H(p+7) =0, Vu € C(N). (48)

Nous allons montrer que ¢(A + 2¢r) est nul pour tout entier £, ce qui entraine que 6(})
est nul et constitue par conséquent une contradiction (nous avons noté 6 la série scalaire
associée a la fonction ¢). Le fait que H soit un polyndome trigonométrique ne joue aucun
role ici. Soit £ € Z quelconque et posons Ao = A + 2¢7, puis A\, = %-8 pour tout entier
naturel k. Commencons par remarquer qu’on a pour tout réel z,

i=}

2

} = ou

-{g‘l+7r.

{

O R

En effet il existe par définition un entier p tel que § = {£} + 2p7, d'out = = 2{£} + 4pr.
Considérant les cas {$} € [0,7], puis {£} € [r,27], on prouve aisément la propriété
ci-dessus.

Suivant les notations du paragraphe 4.4, nous déduisons de ce qui précede qu’il existe
une famille (6x)r>1 d’éléments de {75,731} telle que l'on ait pour tout entier £ > 1,

(A} = 8- 61

Considérons a présent le plus petit entier k¥ pour lequel -2—;\4,37 € [0, 2] et écrivons

$(Xo) = H(612) - VT H

r=1

2k+r

D’apres (32) et (48), on a ou bien H(6;)) = 0 et H(6,A+7) # 0 au quel cas ¢(Ao) = 0, ou
bien H(6:A) # 0 et H(6,A + ) = 0 au quel cas §;A € C(\). Dans le second cas, on réitere
le raisonnement en remplacant A par §;A pour en déduire qu’on a ou bien JJ(AO) =0, ou
bien 626:A € C(X). L’itération de cette démarche conduit aux deux situations suivantes :

- ou bien 11 existe un entier sur {1,...,k} tel que H(6,,---6A) = 0 et on en déduit
que 4’()\0)
- ou bien les réels 6,A,...,6;---6;A appartiennent & C(A). Dans ce cas, on réitere

a nouveau le raisonnement initial en remplagant A par 6;---6;A pour en déduire qu’on
a ou bien ¢(Ay) = 0, ou bien =% 2k+1 € C()) etc... Mais 'ensemble C()) est fini de sorte
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que 5%27 ne peut appartenir & C(A) pour tout entier r > 1 et on en déduit qu’il existe
nécessairement un entier r > 1 pour lequel H (2—;\27) est nul.

Ainsi, on conclut dans tous les cas de figure que qAS(/\o) est nul, ce qui prouve la
propriété annoncée et acheve la preuve de l'implication directe. La réciproque résulte des
paragraphes 5.1 et 5.2. La condition (39) entraine que ¢ appartient & IL*(IR) (théoreme
5.1) et nous savons qu’alors, sous les hypotheses (32) et (42), la famille des translatés
entieres de ¢ forme une base de Riesz (cf. théoreme 5.4). m]

De nombreux exemples relatifs au cas d = 1 sont donnés dans [2], [6]. Nous ne
présentons ici que des exemples classiques et simples afin d’utiliser les résultats précédents.
Notons que 'opérateur Py s’écrit

PaF() = UG)F(3) + U +mF( +7)

ou

- T A
La solution de I’équation fonctionnelle (2) est donnée par ¢(A) = 1}:‘[1 H (-2—;) et les condi-
tions sur H s’écrivent ici U(0) =1 et U(7) = 0.
Ezemple 1 : H(A) = 1(1 + ™).
H vérifie les conditions (42), (32) et (41) de sorte que la solution @ est de carré
intégrable et la famille {T*¢o,k € Z} un systeme de Riesz. Plus exactement, H vérifie
la condition orthogonale (U(A) + U(A + 7) = 1). D’apres la proposition 5.6, le systeme

écrit ci-dessus est orthonormé. A titre indicatif, Py opere sur le IR-espace-vectoriel F;
engendré par {1,cos} et la matrice P est donnée par

p=(11).

Evidemment, nous pouvons retrouver tous ces résultats par un calcul direct puisqu’on a

N it ot

.  Feo A
d(A) = €2 Hcos( k)
k=1 2.2
;2 sinA/2
= e'2
A2 7

soit, ¢o = ljo,1). Rappelons que ¢, est la fonction d’échelle correspondant au systeme de
Haar.

Ezemple 2 : H(\) = 1(1 + ).

H vérifie (41) et plus précisément la condition orthogonale. La solution ¢ est donc
2w Sm
de carré intégrable. Par contre, H ne vérifie pas (42). En effet, 3 € Z,et H (—5-) =
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H (I) = 0. On en déduit que la famille composée des translatés entieres de ¢ n’est pas

une base de Riesz. Py opere sur ’espace E, engendré par {1, cos,cos 2} et

100
P={0 5 11.
0 - 0

Les valeurs propres de P sont +1 et —% et Ker(Id — P) est le plan de IR® d’équation
y+2z=0.

i O

Il est possible la encore d’effectuer un calcul direct, a savoir :

sin3\/2

100) = 9pi3)/2

soit, ¢ = §1[0,3]. Il est clair qu'on a pour tout entier k, &(331 + 2km) = 0, de sorte que

27r . . . p
0(?) = 0 et on retrouve ainsi que le systéme {T*¢,k € Z} n’est pas un systeme de
Riesz.

Ezemple 3 : H()) = (l:l-?e‘i)i’

H vérifie (41), (32) et (42), de sorte que {T*@,k € Z} est un systeme de Riesz. La
matrice P relative a la base donnée dans ’exemple 1 est définie par

P=(11).

1
Les valeurs propres de P sont +1 et T

FNEYTX]
B [t P

Enfin, il est clair que ¢(A) = (do(}))?, d’ot

¢(z) = ¢o* ¢o(z)
= (1 + 1‘)1[_1,0](.’17) -+ (1 - 17)1[0,1](1‘)

Notons que ¢ vérifie ¢(n) = éo,, n € Z. Si nous désignons par V; ’espace engendré
par le systeme {T*¢, k € Z}, alors toute fonction f dans V, s’écrit f = Yyez f(k)T*6.
Rappelons que ¢ vérifie (1), c’est-a-dire ici

T

8(3) = 390z — 1)+ 9(z) + 39(z + 1),

Par ailleurs, si f € Vg, alors pour tout entier j > 0, D~/ f € Vy, de sorte que f(277z) =
> f@E)T*p(z). Siz=n+ 2, n € Z, cette identité devient grace a la précédente
keZ

f(27in 4270+ = % f27n) + % f27(n +1)).
(nous reprendrons ces calculs dans le paragraphe 6)
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Cette formule est appelée formule d’interpolation dyadique [4], {7}, [10]. Elle permet,
partant de la suite (f(k))rcz, de déterminer successivement pour ;7 = 0,1,2,..., les
valeurs de f sur les dyaliques d’ordre j, et ceci par un procédé indépendant de j.

Nous présentons maintenant une famille d’exemples ne vérifiant par (41).

Ezemple 4. Etant donné un réel a > 0, nous posons U,(A) = c032% + asin? \. Le
polynéme trigonométrique H, défini par Hy()) = (H22)(a+fe) avec f = (M%@)l/ 2

et o = —% vérifie Hy(A)Ha(A) = Us(A). P, opere sur E; et on a

Pa=(1+a ),

—a
ou nous avons désigné par P, la matrice de ’application Py, restreinte a E,. Les valeurs
propres de P, sont +1 et 1 +a.

Si a < 1 alors d’aprés la proposition 5.7, la fonction @, correspondante appartient &
2 p PP
L*(R) et {T*¢,, k € Z} est un systeme de Riesz. En revanche si a > 3 alors la fonction

¢, correspondante n’est pas de carré intégrable sur IR. En effet H, satisfait aux conditions
(32) et (42), de sorte que si ¢, appartenait a L*(IR), la famille composée de translatés
entieres formerait un systéme de Riesz et la matrice P, vérifierait alors la condition (40)
(remarque 3 paragraphe 5.2), ce qui n’est pas le cas.

-Casd=2
Ezemple 5.

Soient b,c € C et o, € IR vérifiant |a+ 8] <1, T+208 =0, |b] < Jet o? + % < 1.

Posons - hein )
_f cos?3 sin
H(/\)_(csin/\ a+ﬂcos)\)'

Les conditions (37) et (38) sont satisfaites avec M = Id et on montre grace aux hypotheses
ci-dessus sur b,c,a et § que H vérifie (41). Ainsi la matrice P associée satisfait a la
condition (39) (cf. remarque 3 du paragraphe 5.1) et nous déduisons du théoréme 5.1 que
les solutions ¢, et ¢, données par (6) avec ¥ = €] sont des fonctions de carré intégrable
sur IR.

C’est par exemple le cas sib=1,c=1, a =1 et § = —} et on montre en outre dans

ce cas que det H()) =  cos? 2, de sorte que H satisfait aux hypothéses (32) et (42). Par
ailleurs, on a

-~ - b 2 - -t
$@r)= lim ([[ H(ZD)é ),
= too k=1 2

soit, q§2(27r) ~ (0,1885. On déduit du théoréme 5.4 et de la remarque 2 du paragraphe 5.2
que la famille constituée des translatés entieres des fonctions ¢, et ¢, forme un systeme

de Riesz.

Remarque : Il peut arriver que les solutions de ’équation (5) soient relier au cas
scalaire et ceci dans les deux cas suivants.
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ler cas. Les translatés entieres des fonctions ¢; et ¢2 solutions de (5) engendrent un
espace Vo qui coincide avec l’espace V; d’une analyse multi-échelle scalaire (cf. exemple
1 paragraphe 1). C’est par exemple le cas si on choisit dans ’exemple ci-dessus b = c = 3
et a = —f = 1 : Pespace Vy correspondant coincide avec I'espace V) relatif au systeme
de Haar. Plus précisément, si on pose ¢o = ljpy) et ¥ = log) — gy (respectivement les

fonctions “pere” et “mere” relatif au systéeme de Haar), on obtient

(48) =m0 (£3)

olt R()) est la rotation d’angle 4. En outre on en déduit que la série matricielle § associée
aux fonctions ¢, et ¢, vérifie §(A) = R(A)R(A)* = Id, c’est-a-dire que la famille composée
des translatées entieres de ¢; et ¢, forme une base orthonormée de ’espace V.

2éme cas. L’espace V, engendré par les translatés entieres des fonctions ¢; et ¢,
solutions de (5) coincide avec la somme vectorielle S; @ Ty ol nous avons désigné par
(Si)nez €t (T, )nez deux analyses multi-échelle scalaires. Nous ne savons pas si ce cas de
figure est possible. Nous allons en revanche démontrer le résultat suivant.

Soient h et g deux fonctions d’échelle scalaires vérifiant |h(z)| + |g(z)| < ¢(1 + |z]72).
Alors, la famille composée des translatés entiéres des fonctions h et g ne forme pas un
systeme de Riesz. En effet, notons 0 la série matricielle associée aux fonctions & et g et
rappelons qu'on a h(2kr) = §(2kn) = box (k € Z). La localisation des fonctions h et
g montre que § est continue (cf.[14]). On déduit la propriété annoncée de la proposition
3.1 et de ’égalité évidente

11
0(0) = ( 11 ) .

Nous reprenons les définitions et notations établies dans I’exemple 2 du §1. Le cas
r = 1 correspond a ’exemple 3 ci-dessus.

- Interpolation d’Hermite

Ezemple 6. r = 2. Les deux fonctions principales ¢, et ¢, sont définies par
bo(z) = r(=2)li1g(z) + r(z)lp(2)
¢i(z) = s(=z)l-10(2) + s(z)1py(z)
ou
r(z) = (z-1)>%*2z+1)
s(z) = (z-1)z.
Un calcul simple donne

sin A cosA—1

dho(N) = —12( o T2 )

f24+cosA  3sin A
42 i P X

61(2)

44



45

Par passage a la transformée de Fourier dans (8), la fonction

o _ [ o
V = A
(%)

vérifie V(A) = H(%)V(%) avec

Notons que det H(A) = 3 cos* 3, de sorte que H vérifie les conditions (32) et (42). D’aprés
la remarque (2) du paragraphe 5.2, la famille constituée des translatés entiéres des deux
fonctions principales forme un systéme de Riesz.

Ezemple 7. r = 3 Les trois fonctions principales sont définies par

¢i(z) = pi(z) 1pay(z) + pi(—2) 1|1 9(2), £ =10,1,2

ou
po(z) = —6z°4+15z% —10z° 4+ 1
p(z) = -32°+8z* -6+ =z
p(z) = —lxs + Ez“ - §a:3 + lzz.

2 2 2 2

Comme précédemment, nous déduisons de (8) que la fonction

vérifie (5) avec
15

cos? 2 12isin A 0
HA)=| Zsind 1 —FLcosA —Zisind |.
11

1 3
64cos/\ 645111/\ — = cos A

Nous obtenons det H(A) = 5 27°cos® 3. Par conséquent H vérifie les conditions (32) et
(42). D’autre part un calcul simple (basé sur la formule sommatoire de Poisson) assure

que
10 2
60)=] 0 a O
1l g

60 o
avec a > 0, d’ot det 6(0) # 0 : la famille composée des translatés entieres des fonctions
do, $1 et ¢, forme un systéme de Riesz.

8 16

6. Interpolation dyadique

Nous nous proposons dans ce paragraphe d’étendre au cadre vectoriel I'interpolation
dyadique scalaire définie dans [4], [7], [10]. Nous rappelons dans un premier temps la
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théorie relative au cas scalaire en reprenant les techniques développées, dans [7] pour
les propriétés de l'interpolation dyadique, puis dans [4] concernant le lien avec 'analyse
multi-échelle. L’extension au cas vectoriel est naturelle et basée sur des techniques ana-
logues & celles du cas scalaire. Nous étudions en particulier le lien entre I'interpolation
dyadique vectorielle et I’équation(5). Enfin nous présentons dans le dernier paragraphe
une famille d’exemples tirée de [13].

6.1. Cas scalaire
6.1.1. Définitions

Nous désignerons par E 'ensemble des réels dyadiques, c’est-a-dire de la forme

2"k, r € IN, k € Z. Par abus de langage, toute famille {f(z),z € E} est appelée
“fonction” définie sur E et nous notons S et F respectivement ’espace des suites réelles
(a(k))kez et 'espace des “fonctions” définies sur E.

Définition : procédé d’interpolation dyadique

Considérons une famille finie {c(n), n € Z} de réels. A toute suite réelle
a = (a(n))nez, nous associons la “fonction” f définie sur E par le procédé suivant :

- f(n)=a(n), n€ Z.

-pourr=0,1,2,...etn € Z,

f@ 427 ) = 3 o(n - B)f(277R). (49)
keZ

Par commodité, nous appelons (D) ce procédé (sous-entendu associé a la famille

{e(n), n € Z}). Notons E,, pour r € IN, ’ensemble des dyadiques d’ordre r c’est-a-dire
de la forme 277k, k € Z. Les éléments de E,,; — E, sont exactement les réels de la forme
2-"n + 2~ n € Z. Ainsi, le procédé (D) est bien défini dans ce sens qu’il permet,
partant d’une suite a quelconque, de construire une et une seule “fonction” f définie sur
E. Nous dirons que f est la “fonction” interpolée par (D) partant de a.

Par abus de notation, nous définissons I’application D de S dans F donnée par
D(a) = f, a € S, ou f est la “fonction” interpolée par (D) partant de a. Nous allons
établir quelques propriétés de ’applications D. Commengons par rappeler la notion de
convergence faible dans les espaces S et F.

- Nous dirons qu’une suite (ax x>0 d’éléments de S converge faiblement vers un élément
a de S si pour tout entier n, la suite réelle (ax(n))s>o converge dans IR vers le réel a(n).

- De la méme fagon, nous dirons qu’une suite ( fi)x>0 d’éléments de F converge faible-
ment vers un élément f de F si pour tout dyadique z, la suite réelle (fi(z))k>o0 converge

vers f(z).
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Lemme 6.1. D est une application linéaire et faiblement continue de S dans F'.

La propriété de continuité faible ci-dessus exprime que D transforme toute suite faible-
ment convergente dans S en une suite faiblement convergente dans F.

Démonstration du lemme 6.1. Soient a;, a; deux suites réelles et a, f deux réels quel-
conques. Posons a3z = aa, + fa; et notons fj, f; et f5 les “fonctions” interpolées par (D),
respectivement a partir de a,,a; et a3. Nous devons prouver qu’on a pour tout dyadique
T,

f3(z) = afi(z) + Bfa(z). (50)

Démontrons (50) par récurrence sur 'ordre r des dyadiques.
- Si  est un entier, (50) est réalisé par hypotheése.

- Supposons maintenant (50) vérifié pour tout dyadique = d’ordre r et considérons un
dyadique = quelconque d’ordre r + 1. Pour fixer les idées nous posons z = 2-("+1)E,

- Si k est pair, alors z est élément de E, et (50) est vérifié par hypothése.

- Si k est impair (k = 2n + 1), alors d’apres (49) on a f;(z) = Raf(n) pour i = 1,2,3
avec a = (f(27"p))pez, R étant 'opérateur de convolution défini sur S par

Re()= ¥ of- = k)z(k), z €S.

keZ

On en déduit que D est linéaire. Soit maintenant une suite (ax)i>o d’éléements de S
convergeant faiblement dans & vers a. Notons fi(k € IN) et f les fonctions interpolées
par D partant respectivement des suites réelles a; et a. Nous devons vérifier que pour tout
dyadique z, (fi(z))r>o0 converge vers f(z). Par définition du procédé (D), ceci est vérifié
quand z est un entier. Par ailleurs, I’opérateur R défini ci-dessus est faiblement continu
sur S car la famille {¢(n), n € Z} est finie. On conclut alors comme précédemment en
utilisant une démonstration par récurrence sur 'ordre r des dyadiques. m

Définition : fonction principale

La “fonction” ¢ définie sur E comme l'interpolée par (D) partant de la suite
80 = (bo.n)nez st appelée fonction principale relative a (D). Supposons pour fixer les
idées que c(k) = 0 pour tout entier k¥ non contenu dans l'intervalle [p,q] ol p < ¢ sont
deux entiers arbitrairement fixé.

Proposition 6.2. La “fonction” ¢ est & support borné contenu dans [2p + 1,2q + 1]
(#(z) = 0 pour tout dyadique T non contenu dans [2p + 1,2¢ + 1]). En outre, toute
“fonction” interpolée par (D) s’écrit

f(z)=>_ f(k)pz — k), z€E.

keZ
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Pour tout dyadique z fixé, la série ci-dessus est une somme finie. En particulier, si a
est une suite & support fini, alors la “fonction” interpolée correspondante est a support
borné sur E.

Démonstration de la proposition : (49) entraine que ¢(n + 3) = ¢(n), d’ol $(5)=0
pour tout entier k ¢ [2p+1,2¢+1]. Autrement dit on a ¢(z) = 0 quand z est un dyadique
d’ordre 1 non contenu dans [p+3,g+3]. De la méme fagon, nous obtenons par récurrence
sur entier r € IN* que ¢(27"k) est nul pour tout entier k ¢ [a,, b,] ol les réels a, et b,
sont définis par a, = 2a,_, +2p+ 1 et b, = 2b,_; + 2¢ + 1. On obtient finalement que
a,=(2"—1)2p+1) et b, = (2" —1)(2¢ + 1) et on en déduit que ¢(z) est nul pour tout
dyadique z non contenu dans l'intervalle [2p + 1,2¢ + 1].

Définissons a présent les opérateurs de translations é et T' donnés respectivement sur

S et F par

ba(k) = alk-1), ke Z
Tf(z) = f(z-1), z€E.

Lemme 6.3. On a
Dobé=ToD.

Admettons dans un premier temps ce lemme et considérons une suite réelle a quel-
conque. Pour tout entier positif N, nous posons

ay = Z a(n)é,

Inl<N

ol (65 )nez est la base canonique de S. 1l est clair que la suite (ay) N>o converge faiblement
vers a. D’apres le lemme 6.1., la suite (D an)n>o converge faiblement dans F vers D a
et d’apres le lemme 6.3. on a

Day= Y a(k)T* D(&),

[KI<N
ce qui prouve le second point de la proposition.

Preuve du lemme 6.3. Notons pour simplifier f = D a et f; = D(§ a) ol a est un
élément de S arbitrairement fixé. Nous devons prouver qu’on a pour tout dyadique z

fi(z) = f(z -1). (51)

Procédons de nouveau par récurrence :
- (51) est évidemment vérifié pour z € Z.

- Supposons a présent (51) vérifié pour tout dyadique d’ordre r et considérons un
élément quelconque z = 2-"*1k de E, ;. 1l nous faut prouver (51) uniquement dans le
cas ou l’entier & est impair (ze k = 2n + 1). Or utilisant successivement (49) appliqué a
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f1, puis hypotheése de récurrence et enfin le changement de variable k — k — 27, nous

obtenons
filz) =3 e(n—2" = k)f(27k)
keZ
et 'on conclut aisément en utilisant (49) cette fois appliquée a f. O

Définition : interpolation continue

Nous dirons que le procédé d’interpolation dyadique (D) est continu si la fonction
principale ¢ relative a (D) admet un prolongement continu sur IR, c’est-a-dire s’il existe
une fonction g continue sur IR et coincidant sur E avec la “fonction” ¢.

Par abus de langage, nous noterons encore ¢ ce prolongement et nous dirons que ¢ est
la fonction principale relative a (D). D’apres ce qui précede la fonction ¢ est a support
compact contenu dans [2p + 1,2¢ + 1].

Considérons maintenant une “fonction” f quelconque interpolée par (D). D’apres la
proposition 6.2, il existe pour tout réel A > 0, un entier p ne dépendant que du réel A tel
que 'on ait pour tout dyadique z contenu dans [—A, A]

flz)= 2 f(k)g(z — k).

[ki<p

Ainsi, f admet un prolongement f continu sur [~ A, A] et vérifiant pour tout réel z contenu

dans [— A, A] i
flz)= Y f(k)g(z — k).

Iki<p
Le réel A > 0 étant quelconque, nous en déduisons finalement la propriété suivante.

Proposition 6.4. Si (D) est une interpolation dyadique continue, alors toute “fonction”

f interpolée par (D) admet un prolongement continu sur IR (que nous noterons encore f)
vérifiant pour tout réel z

fz)=3_ f(k)¢(z — k). (52)

keZ

Evidemment, pour les mémes raisons, si la fonction ¢ est de classe C? sur IR, alors
toute “fonction” f interpolée admet un prolongement de classe C?, les dérivées successives
jusqu’a I'ordre p de f s’obtenant par dérivation terme a terme dans (52).

Remarque. Le procédé d’interpolation dyadique défini dans ce paragraphe est un
procédé récurrent dans le sens ol le passage des dyadiques d’ordre r aux dyadiques d’ordre
r+1 (via (49) est indépendant de I'entier r > 0. Cependant il est possible aussi de définir
(D) a partir d’une famille {c(r, k), k € Z,r € IN} de scalaires pour laquelle il existe deux
entiers p et ¢ tels que pour tout entier r > 0 et tout entier k£ non contenu dans [p, q], on
ait ¢(r, k) = 0. La formule (49) est alors remplacée par

f(27Tn 4+ 2(D) = Z c(r,n — k)f(27"k).
keZ

1l est clair que tous les résultats de ce paragraphe sont encore vérifiés dans ce cas.
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6.1.2. Lien avec I'analyse multi-échelle

Considérons une analyse multi-échelle scalaire (V,).ez telle qu’il existe une fonction
d’échelle ¢ continue, a support compact et vérifiant pour tout entier n

$(n) = bon- (33)

Une telle fonction est appelée ondelette interpolante. Il est clair que toute fonction dans
Vo s'écrit f(z) = Yiez f(k)¢(x — k). Rappelons que ¢ vérifie (2) et que la fonction
2r-périodique H intervenant dans (2) est un polynéme trigonométrique. Pour fixer les
idées nous posons

E h 1)\k.

k=p
Définissons & présent la famille {¢(n), n € Z} en posant ¢(n) = h(2n + 1). La suite
{c(n), n € Z} est a support fini et les conditions H(0) =1 et H(r) = 0 (cf. paragraphe
4) entraine que Y c(k) = 1.

keZ

Proposition 6.5. Le procédé d’interpolation (D) associé a {c(n), n € Z} est continu
et la fonction principale correspondante n’est autre que la fonciton d’échelle ¢.

Démonstration D’apres la propriété d’emboitement des espaces V,,, les fonctions z —
#(27"z) (r € IN) sont contenues dans I’espace V; et de ce fait se décomposent de la fagon
suivante dans la base {T*¢, z € Z}

2-—1':1:) Z ¢ -rk)¢ 3; — ) (gréce a (53)),

kEZ
d’ou pour z =n + % quand n est entier,
-r —(r+1) 2("’ ) -
#(27 " n+2 =Y ¢|—=—]6(27k).
keZ
Or, d’apres (1) et (53), nous obtenons pour tout entier p

2p+1)
2

&( = Y h(n)¢(2p+1—n) = c(p).

keZ

Ainsi, la fonction d’échelle ¢ apparait comme une fonction interpolée par le procédé (D)
associé a la famille {¢(n), n € Z}. Plus précisément ¢ est la fonction principale relative
a (D), ce qui prouve la proposition car ¢ est continue par hypothese. o

Il est clair que tout élément de V; est une fonction interpolée par (D).
Réciproquement considérons un procédé d’interpolation dyadique (D) continu, as-
socié a une suite {c(n), n € Z} a support fini et vérifiant Y c(n) = 1.

nezZ
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Proposition 6.6. La fonction principale ¢ relative a (D) vérifie (1) avec

h2k) =6
{h(2k+1) _oky 0 FEZ

En outre si le polynome trigonométrique H(A) = 1 5, 7 h(k)e™* vérifie la condition (42),
alors {T*¢, k € Z} est un systéme de Riesz et la famille (V,)nez qui en résulte forme
une analyse multi-échelle.

Rappelons que la famille (V,),ez est définie de la fagon suivante : V; est I’espace
engendré dans L2(IR) par le systéme {T*¢, k € Z} et V,, = D"V,, n € Z. Notons enfin
que H vérifie la condition (32) car H(A) + H(A + 7) = h(0) = 1.

Démonstration de la proposition 6.6 Nous devons vérifier 'identité

z
43)= T b}z —n), s € .
n€Z
Par continuité, il suffit de prouver que f : z—¢(%) et g : T =T,z h(n)d(z — n)
coincident sur E. Or d’apres le lemme 6.3., T"¢ (n € Z) est la fonction interpolée
par (D) partant de la suite é,. Par linéarité de D, la fonction g est la fonction interpolée
par (D) partant de la suite a = 3, ¢z h(n)é,. De méme, pour tout entier n et tout entier
r > 0, nous obtenons d’apres (49)
f2n 4270y = Z c(n — k)p(2-+Vk)
k€eZ
= Y c(n—k)f(277k).

keZ
Ainsi f est aussi une fonction interpolée par D. Nous en déduisons que f et g coincideront
sur E si elles coincident sur Z. Or,

bo,p si k =2p

g(k) =h(k) = cp) stk =2p+1
_ ) bop si k =2p
fB) =90p) =\ fl2p+1)=dp+i)=clp) si k =2p+1.
Le second point de la proposition découle directement du théoreme 5.4 appliqué avec
d=1. (]

6.2. Interpolation dyadique vectorielle

Nous désignons par €,...,€; la base canonique de IR**!. Toute famille {ﬁ (z), z € E}
de vecteurs de R%*! est appelée “fonction” vectorielle définie sur E.

6.2.1. Définition : Procédé d’interpolation dyadique vectorielle

Soit {C(r,k), r € IN, k € Z} une famille quelconque d’éléments de M(d + 1, R).
Supposons qu’il existe deux entiers p < ¢ tels que les matrices C(r, k) soient nulles pour
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tout entier r > 0 et tout entier k non contenu dans [p, q]. A toute suite {A(n), n € Z} de
vecteurs de IR, nous associons la “fonction” vectorielle F définie sur E par le procédé
suivant :

-F(ny=A(n), ne Z
-Pourr=0,1,2,... et tout entier n,

F@n+2°0) = 5" C(r,n— k) F(277k).
keZ

Nous noterons encore (D) ce procédé. Les propriétés du paragraphe 6.1 s’étendent
de facon naturelle et sans difficultés au cadre vectoriel. En particulier nous pouvons
définir pour ¢ = 0,...,d les fonctions principales vectorielles F: comme les fonctions
interpolées par (D) partant respectivement des suites A; = 6oé:. Comme dans le cas
scalaire, les “fonctions” F: sont & support borné contenu dans [2p + 1,2¢ + 1] et toute
fonction vectorielle F' interpolée par (D) s’écrit

d
F(z)=3_ % filk) T*F(a), € E (54)

i=1keZ

ou l'on a posé
fo
F=| :
fa
Nous allons étudier le procédé d’interpolation dyadique vectorielle uniquement dans un
cas particulier qui généralise I'interpolation dyadique continue du cas scalaire. Pour cela

nous définissons pour toute fonction réelle f de classe C? sur IR, la fonction vectorielle
Af a valeurs dans IR**! donnée par

/
Af = f
f('d)

Définition : interpolation dyadique d’ordre d

Considérons un procédé (D) d’interpolation dyadique vectorielle et notons F; pour
t1=0,...,d, les fonctions principales vectorielles correspondantes.

Nous dirons que (D) définit une interpolation dyadique d’ordre d s'il existe d + 1
fonctions réelles ¢;(i = 0,...,d) de classe C? sur IR telles que 'on ait, pour chaque entier
1 =0,...,d et tout dyadique z, ﬁ,(z) = A-q.b,-(z). Par abus de langale, les fonctions ¢;
seront appelées fonctions principales relatives a (D). Celles-ci vérifient par définition

(¢")O(n) = bopn-bip, n€E Z,L=0,....d
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et sont a support compact contenu dans [2p + 1,2¢ + 1]. Par ailleurs pour toute fonction
vectorielle
Jo

ﬁ = :
Ja
interpolée par (D), nous obtenons d’apres (54), pour £ = 0,...,d et tout dyadique z

= zj: Ez O (z — k). (55)

Pour tout dyadique arbitrairement fixé, la série ci-dessus est une somme finie, de sorte que
(55) s’étend a IR tout entier. Plus précisément, chaque “fonction” f, pour £ = 0,...,d
admet un prolongement sur R de classe C%7%, les dérivées successives s’obtenant par
dérivation terme & terme dans (55). Les prolongements de chaque fonction f, est encore
noté f,. En particulier, ce qui precede appllquee a la fonction fy assure que cette derniere
est de classe C? avec pour £ = 0,...,d, fo = f,. Nous pouvons résumer ce qui précede
par la proposition suivante.

Proposition 6.7. Si (D) est un procédé d’interpolation dyadique d’ordre d, alors pour
toute “fonction” vectorielle F interpolée par (D), il existe une fonction réelle f de classe
C? telle que 'on ait pour tout dyadique =

En outre la fonction f admet la décomposition suivante sur IR

d
f=Y 3 fOxT* 4,

i=0k€Z

les dérivées successives jusqu’a ’ordre d s’obtenant par dérivation terme a terme.
L3 encore, par abus de langage, f sera appelée fonction interpolée par (D).

6.2.2. Lien entre interpolation dyadique d’ordre d et I’équation (5)

Considérons tout d’abord un polynéme trigonométrique a coefficients dans M(d + 1, IR)
et supposons qu’il existe d + 1 fonctions @, ..., ¢4 de classe C?, & support compact dans
R solutions de ’équation (4) associée a H et vérifiant

#(n) = bon bigy Vn € Z, Vil =0,...,d. (56)
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Si on note V; ’espace engendré par les translatés entieres des fonctions ¢y, ..., ¢4, alors
toute fonction f dans V, vérifie (d’apres (56))

FO(z) = Eme ¢z —k), zeRL=0,...,d

1=0keZ

Ces identités, appliquées aux fonctions z — f(27"z) (ou l'entier r > 0 est arbitrairement

fixé) et aux réels z = n + 1 (n € Z), entrainent pour £ =0,...,d
2—lrf(t)(2—rn + 2—(r+l) Z Z 2—]1‘¢(l) k) +1 )f(j)(2_rk).
j=0keZ

Posons A = diag(1,27%,...,27%) et notons W(z) I’élément de M(d + 1, R) dont la jieme
colonne pour j = 0,...,d est donnée par A¢;(x). Ceci étant posé, les d + 1 identités
ci-dessus s’écrivent matriciellement sous la forme

ATAf(27Tn +270H)) = > W( ) )A’Af( k).
keZ
Par ailleurs, nous obtenons grace a (4)
) A=) hik) W(z - k)
keZ
d’ou, d’apres (56)

W(2—€-+—1) A= h(20+1).

Finalement Af apparait comme une fonction interpolée par le procédé d’interpolation
dyadique (D) défini par la relation récurrente suivante

Fm+4270+)) = S A-C4DR(9(n — k) + 1) A"F(27F).
keZ

En particulier les fonctions ¢; pour i = 0,...,d apparaissent comme les fonctions princi-
pales relatives a (D). Nous disposons ainsi du résultat suivant.

Proposition 6.8. Si H est un polynéme trigonométrique d coefficients dans M(d+1, IR)
tel qu’il eziste d+ 1 fonctions @y, ..., ¢4 solutions de (4), d support compact, de classe C°
sur IR et vérifiant (56), alors le procédé d’interpolation dyadique (D) associé a la famille
{C(r,k), r€e N, k € Z} donnée par

C(r,k) = A= Vh(2k + 1)*"A7" ot A = diag(1,27%,...,27%),

définit une interpolation dyadique d’ordre d. Les fonctions principales correspondantes
sont exactement les fonctions ¢;(1 = 0,...,d).

Remarque : Si pour chaque entier £,j = 0,...,d, les fonctions A — A¢,()\) sont
intégrables sur IR, alors (56) est équivalent a (avec les notations habituelles)

S (A +2kn) V(A + 2k7) = (i)', £=0,...,d.
keZ

Utilisant (5) et des techniques désormais classiques, nous obtenons l’identité
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HO)+HO +7) = A. (57)

Réciproquement, considérons a présent une famille finie {C(n), n € Z} d’éléments
de M(d + 1, IR) et supposons que le procédé (D) associé a la famille

(C(r, k) = A"C(k)A", r€ N, k € Z)}

définisse une interpolation dyadique d’ordre d. Notons ¢y, ..., ¢4 les fonctions principales
correspondantes et posons
o
V= :
¢d7

puis h(2k) = &ox A et h(2k+ 1) = C(k)* A (k € Z), ot A = diag(1,271,...,279).
Notons que le polynéme trigonométrique H défini par H(A) = 1 ¥, » e h(k) vérifie
(57). Enfin nous désignons par 8 la série matricielle associée aux fonctions @y, ..., ¢4

Proposition 6.9. La fonction vectorielle V vérifie I’équation (4) associée a la famille
{h(k), h € Z} définie ci-dessus et si H vérifie (42), alors {T*¢;,i = 0,...,d, k € Z}

forme un systéme de Riesz si et seulement si la matrice 6(0) est non dégénérée.

Démonstration de la propostion 6.9 Notons (ax(z,7))i j=o,..a les coefficients de la ma-

.....

trice h(k) (k € Z). Nous allons montrer qu’on a pour chaque entier : =0,...,d
a:
AAqS, -2- = Z Zak ,7) A¢J(:c— k). (58)
k€Z 3=0

Ceci prouvera (4) (considérer pour cela chaque premieére ligne des d+ 1 égalités vectorielles
ci-dessus). Soient 7 € {0,...,d} arbitrairement fixé et Fi(z) et Gi(z)(z € IR) respective-
ment le terme de gauche et le terme de droite dans (58). Par un argument de continuité,
il suffit de prouver que les fonctions F; et G; coincident sur E. Nous procédons alors
comme dans le cas scalaire en montrant successivement que les fonctions F; et G; sont
deux “fonctions” interpolées par (D) puis qu’elles coincident sur Z. La preuve de ces
deux propriétés est identique au cas scalaire (cf. proposition 6.6). Notons que H vérifie
(57), ce qui assure la condition (32). Le dernier point résulte alors du théoreme 5.4. O

6.2.3. Exemples

Ezemples 1

La famille d’exemples que nous étudions ici est tirée de [13].

).

. 1-
Soit u € IR. Posons pu' = 3£,

c-n=(% 7
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1 1
co={ 2 & |,
0=(2 &)

et C,(k) = 0 pour tout entier k # —1,0. Nous désignons par (D,,) le procédé d’interpolation
dyadique associée & la famille {A~"C,(k)A", r€ IN, k € Z}.

J.-L. Merrien montre que (D,) définit un procédé d’interpolation dyadique d’ordre 1 et
plus précisément que les deux fonctions principales associées a (D,) sont de classe C*
pour tout réel a < 2 si et seulement si le réel u vérifie |2 — p| < 1. Notons ¢ et ¢,
(sous-entendu ¢, et ¢,,) les deux fonctions principales relatives a (D,). Reprenant les
notations du paragraphe précédent, nous savons d’apres la proposition 6.9 que la fonction
vectorielle V vérifie ’équation (4) associée a la famille {h(n),n € Z} définie par h(n) =0
sin # —1,0,1 puis h(0) = A, h(-1) = Cu(-1)*A4, h(1) =AC“(0)‘A ou A = diag(1,1).

Grace a la transformée de Fourier, on peut aussi écrire que V vérifie (5) avec

cos?d —igipn )
H,(3) = ( i 2:\ %(%-}-u'cos)\) )
Sip= %, on retrouve 'exemple 6 du paragraphe 5 (interpolation d’Hermite pour r = 2).
De méme le cas g = 2 correspond aux splines quadratiques (cf. exemple 2 paragraphe
3 cas r = 2). Nous avons vu dans ces deux cas que la famille composée des translatés
entieres des deux fonctions principales correspondantes forme un systéme de Riesz. Nous
généralisons ce résultat a la famille (D,) définie ci-dessus, & savoir :

Si |2 — u| < 1, alors la famille constituée des translatés entiéres des deuz fonctions
principales relatives a (D,) forme un systéme de Riesz.

Démontrons cette propriété. Un calcul immédiat prouve que det H,()) = 2—;—-4 cos* %
La preuve pour p = 2 étant explicitée dans le paragraphe 3, nous supposons désormais
p # 2. 1l est clair que le polyndome trigonométrique H, satisfait aux hypothéses (32) et
(42). 1l reste par conséquent a vérifier (cf. théoréme 5.4) que det (0) est non nul, o1 nous
avons désigné par 6 la série matricielle associée aux fonctions principales ¢o et ¢;. Celles-ci
étant & support compact et de classe C*(a < 2), on obtient que |do(A)| + |d1(N)] < FrveR
de sorte que les identités suivantes ont un sens (cf. remarque du paragraphe précédent)

k%jz do(\ + 2km) =1 (59)
k}e_; é1(A + 2kx) = 0. (60)

Par ailleurs, notons que H(r)*€; = 0, ce qui entraine que do(2kx) = 0 pour tout entier
k # 0 (cf. démonstration du lemme 4.2). Ceci adjoint a (59) prouve que ¢o(0) = 1. Enfin
notons que H(0) = diag(1, 2—;—‘5), de sorte que V(0) = €3, d’ou finalement

8(0) = ( (1) | ) o a= Y |gi(2km)P.

keZ
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Procédons par 'absurde et supposons qu’on a det 8(0) = 0, c’est-a-dire que le réel a est
nul. Rappelons que 6 est invariante sous I’action de I'opérateur Pp,. Ecrivant 1’égalité
Py,0(0) = 6(0), on obtient que Yyez |y (7 +2k7)[2 = 0, Cest-a-dire que ¢, (7 + 2kx) = 0
pour tout entier k, ce qui entraine que det 6(7) est nul. On en déduit (cf. lemme 5.5) que
la fonction A — det 8() est nulle, soit

(Z |do(A + 2k7)| ) (Z |61 ( /\+2k7r)|2) =
k€EZ k€eZ

Z |<2;1()\ + 2k7r)<1§1(/\ + 2k)|?

keZ

Considérons pour tout réel ) les éléments Ag()) = (do(A + 2k7))kez et A1 (A) = (do(A +
2k7))rez de ¢3(Z). L’identité ci-dessus exprime qu’il y a égalité dans I'inégalité de
Cauchy-Schwartz

(Ao(A), s (M) ezyxa@) < |AoMez) 1AMz,

C’est-a-dire que les suites Ag(A) et A;(A) sont linéairement dépendantes. En particulier
si la suite A;(A) est non nulle, alors il existe un unique scalaire a(A) tel que Ag()) =
a(A)A;(r). Considérons maintenant un réel A tel que ¢;(A) # 0, ce qui est possible car la
fonction ¢; n’est pas nulle. Les suites A;() + 2k7) sont non nulles pour tout entier k et
on déduit de ce qui précede que @o(A) = a(X + 2k7)¢;(A), d’ou a(A) = a(A + 2k7) pour
tout entier k. Ceci adjoint aux identités (59) et (60) entraine que

1= do(A+2kr) = a(N) Y () + 2kx) = 0,
keZ k€eZ

ce qui est absurde. La propriété annoncée est ainsi démontrée.
Ezemple 2 : Interpolation d’Hermite pourr =3

Nous reprenons ’exemple 7 du paragraphe 5. Les fonctions ¢g, ¢, et ¢, de cet ex-
emple vérifient par construction (cf. paragraphe 1) la condition (56). On déduit de
la proposition 6.8 que le procédé (D) associé a la famille {A™"c(k)A", k € Z} ou
A =diag(1,3,3), C(k)=0si k# -1,0 et

C(0) = (

cen-( %

définit une interpolation dyadique d’ordre 2.

15
8
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Remarque : On peut de la méme fagon définir les procédés d’interpolation triadyque
(ou plus généralement p-adyque). Dans le cas de I'interpolation triadyque, le procédé est
défini par deux relations de récurrence

F(3™n+30)) =3,z Ci(r,n—k)F(37k)
F(3™n+2.-30+)) =3, 7 Co(r,n—k)F(37"k).

57



58

Si on étend de maniére naturelle les définitions du paragraphe précédent, on montre par
exemple que les fonctions ¢y, ¢1, 2 corespondant aux splines cubiques (exemple 2 para-
graphe 3 cas r = 3) déterminent les fonctions principales d’une interpolation triadyque
d’ordre 2. Les coefficients C;(r, k) (éléments de M (3, IR)) se calculent a I’aide de la matrice
A = diag(1,3,1) et des coefficients h(k) définis dans la démonstration de la proposition
3.7.

7. Etude des propriétés (P2) et (P3) dans le cas ou H est de
classe C*

Les théoremes 5.1 et 5.4 fournissent, quand H est un polynome trigonométrique scalaire
ou matriciel, des critéres relatifs aux propriétés (P2) et (P3) énoncées dans 'introduction.
Nous nous proposons dans ce paragraphe de généraliser ces résultats dans le cas général
ou H est une fonction scalaire ou matricielle de classe C*, ol 0 < a < 1 (cf. paragraphe
2). Bien que le critere pour (P2) soit de méme nature dans les cadres scalaire et vectoriel,
nous avons choisi pour simplifier d’énoncer et de démontrer dans un premier temps les
résultats du cas scalaire. Nous verrons que la plupart des techniques mises en place
s’étendent de maniére naturelle au cas vectoriel.

7.1. Cas scalaire

Dans ce paragraphe nous désignons par H une fonction 27-périodique & valeurs complexes.
Si H est de classe C*(0 < o < 1) et vérifie H(0) = 1, alors la fonction ¢ définie par ¢()) =
T1{33 H(Z) est continue sur IR (cf. paragraphe 2) et nous nous proposons de déterminer
dans un premier temps une condition suffisante sur H pour que la fonction ¢ soit de carré
intégrable sur IR (propriété (P2)), puis une condition nécessaire et suffisante pour que ¢
engendre par translations entieres un systeme de Riesz (propriété (P3)). Commengons
par exhiber quelques conditions nécessaires. Rappelons que l'opérateur Py est défini par

Puf) = [HEG)PAG) + [HG +mF (G + 7).

- Si (P2) est vérifiée, alors la série scalaire 0 associée & ¢ est défini, Py-invariante et
dans le cas ou () est non nul, on a nécessairement H(7r) = 0 (cf. paragraphe 4).

- Si P'on suppose a présent (P3) vérifiée, alors il existe une norme || - || sur I’espace
IL*=(0,27) pour laquelle on a supyy; [|Pufll = 1. 1l suffit en effet de reprendre les
arguments de la remarque 3 du paragraphe 5.2. Cette derniére condition est difficile &
vérifier dans la pratique. Rappelons que celle-ci entraine la propriété (P2) dans le cas
ol H est un polynéme trigonométrique (cf. théoréme 5.1) et qu’elle est équivalente 4 la
condition (40) portant sur le spectre de la matrice P associée a Py, ce dernier critere
étant lui tout a fait accessible dans la pratique.

Le but de ce paragraphe est de présenter des critéres pour (P2) et (P3) portant sur le
spectre de 'opérateur Py considéré sur IL*(0, 27 ) ou un sous-espace de ce dernier. Notons
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que les propriétés telles que < 1 est la plus grande valeur propre de 'opérateur Py >> ou
encore < le rayon spectral de Py est égal a 1 >> ne sont suffisantes ni pour (P3), ni méme
pour (P2). Pour le voir nous reprenons la famille des polyndémes trigonométriques H, de
I’exemple 4 du paragraphe 5.3. Sia = % alors la matrice P% admet 1 comme valeur propre

double et on sait que la fonction qE% correspondante n’appartient pas & IL?(IR). Montrons

que ’opérateur PH% considéré sur IL*(0,27) satisfait pourtant aux deux hypotheses ci-

dessus. Rappelons & cet effet que (P3) est vérifiée quand a < 1 et on en déduit (cf.
condition nécessaire a (P3) ci-dessus) que le rayon spectral de ’opérateur Py, considéré
sur IL°°(0,27) est égal a 1 pour tout réel a < % On conclut par un argument de continuité

que le rayon spectral de PH% sur IL*°(0,2r) est égal a 1, ce qui prouve les deux propriétés

annoncees.

Nous désignons par 1 la fonction identiquement égale a 1 sur R.

Théoréme 7.1. Si H est une fonction 2w-périodique, d valeurs complezes, de classe
C*0 < a £1), vérifiant H(0) = 1 et H(w) = 0, et si 'opérateur Py associé satisfait a
Uhypothése

sup | Pr1fjeo < +o00 (61)
n>1

alors la fonction ¢ est de carré intégrable sur IR.

Remarques

1. Py étant un opérateur positif, on a sup{||Pyflle, f € L°(0,27),|fllc = 1} =
I[Pr1)|e- La condition (61) entraine que le rayon spectral de Py est égale a 1. Plus
précisément il résultera des propriétés établies dans la démonstration du théoreme
que les valeurs spectrales de module 1 sont en fait des valeurs propres pour Py et que
ces derniéres sont en nombre fini et d’indice 1 (c’est-a-dire vérifient Ker(Py —ald) =

Ker(Pyg — ald)?).

2. La propriété (61) est satisfaite si H vérifie : |[H(M)[? + |H() + 7)|? < 1. Ainsi sous
cette dernitre hypothése, la fonction ¢ solution de (2) appartient a L*(IR).

Démonstration du théoréme 7.1 La démonstration est basée sur le théoreme de
Ionescu-Tulcéa et Marinescu [9], [11], [15]. Notons B l’espace de Banach des fonctions
27-périodiques et continues, muni de la norme uniforme usuelle || - || et L, le sous-espace
de B constitué des fonctions de classe C*. Nous posons pour f € L,

z)— fly
ma(f) = sup{Milz)—_yTE—)-i,z,y € [0,2x),z # y},
et définissons sur Ly la norme || - || = || - |lo + m(:). Nous noterons || - [|a,c0 la norme
| - lloo restreinte & I’espace L,. Il est clair que 'opérateur Py est borné sur (B, || - [|) €t

le lemme suivant précise I’action de Py sur L,.
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Lemme 7.2. L’opérateur P, est borné sur (Lq,||-||) et il existe pour chaque entiern > 1
une constante R, > 0 telle que 'on ait pour toute fonction f dans L,

IPESI < 27| Pallooll fII + Bnll flloo- (62)

Admettons dans un premier temps ce lemme. Pour N suffisamment grand on a d’apres
(61) 2=N||Py1||c < 1. Par ailleurs 'opérateur Py étant positif, il vient que |Pfac0 =
sup{ || Pf fllawoos f € Ly || fllc = 1} = | PR1||oo, d’0tt sUP,5; |Pfilac0 < +00, €t on montre
(grace en particulier au théoreme d’Ascoli) que I'opérateur Py satisfait aux hypotheses
du théoreme de Ionescu-Tulcéa et Marinescu. Ce dernier assure qu’il existe un nombre
fini de valeurs spectrales \A;,...,A; de Py sur le cercle unité et que celles-ci sont plus
précisément des valeurs propres de Py admettant chacune un sous-espace propre associé
de dimension finie. On dispose en outre de la décomposition suivante, vérifiée pour toute
fonction f dans L, et tout entier n > 1,

/4
Pif =3 Afi+Q"f, (63)

=1

ou Pufi=MNfii=1,...,¢) et limy ., 4o ||Q" fllo = 0.

L’espace E = @i_, Ker(Py — A\;Id), qui est de dimension finie et stable par Py, va
jouer le méme réle que ’espace EY du paragraphe 5. Choisissons tout d’abord une
sous-suite (ni)i>; telle que les £ suites (A;*)x>; convergent sur le cercle unité vers des
complexes notés respectivement a;, puis considérons une fonction h dans L., positive et
vérifiant (0) = 1. Appliquant (63) a la fonction & et passant a la limite quand ny — +o0,
on obtient que la fonction ¢ = Y/_; a;f; (qui appartient & E) est positive car Py est
un opérateur positif, puis vérifie g(0) = 1 car Pyh(0) = h(0) = 1. Nous pouvons par
conséquent considérer le sous-ensemble I' de E constitué des fonctions positives vérifiant

f(0) =1et |[f]l. < |lglls, ot || - || est la norme définie sur E de la maniére suivante. On
choisit une base (¢1,...,€,) de E formée de vecteurs propres de Py (associés aux valeurs
propres Ay, ..., A¢) et pour tout vecteur & = Y_F_, z;€; dans E, on pose ||T|; = Y-, |zil-

On vérifie immédiatement que I' est un ensemble convexe, fermé, borné, non vide (car
il contient g) et finalement un convexe compact, car E est de dimension finie. D’autre
part il est clair que I'opérateur Py conserve I'. Le théoréme de Schauder-Tychonoff (cf
[8]) assure alors qu’il existe une fonction v dans I invariante par Py (en particulier I'une
des valeurs propres A;,..., A, est égale a 1). On conclut comme pour le théoréme 5.1 en
appliquant successivement le lemme 5.2 a la fonction v (avec d = 1) puis le lemme de
Fatou.

Démonstration du lemme 7.2. Démontrons directement la propriété (62). Cette
derniére appliquée avec n = 1 prouve que Py est borné sur (L, || - ||).

On montre aisément par récurrence que I'opérateur P§ (n > 1) est défini par (cf.
notation du paragraphe 4.4)

Paf(A) = Y u(bA) - ulba 6N f(bn - 610),
81veerbn€{To, T}
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ou 'on a posé u(A) = |H(A)|2. Ainsi on a pour toute fonction f dans L,

Pgf(z) - Pafly) = Yo ulbrz) - u(bpc e ET)f(8n - 617) — (6 61y)]
8110060 €{To,T1 }

+ Z f(&n...ély)[u(6lx)...u(&n...alx)
8110006 €{T0, 11}
— u(brz) - u(bn- - 61y))-

Il est clair que les fonctions A — u(é;A)---u(é,---6;)) sont de classe C* et on obtient
finalement que

|Pg f(z) — Paf(y)l < 27| PEllloma(f)lz = yI* + call fllolz — 1%

la constante ¢, ne dépendant que de ’entier n et de la fonction u. Le lemme est ainsi
démontré. o

Pour obtenir (P3) il faut adjoindre a la propriété (61) la condition (32) (cf. paragraphe
4), puis les hypothéses obtenues dans [2] et [5]. Reprenant la terminologie présentée dans
[5], nous appelons trajectoire de z, ou z € [0,27], tout sous-ensemble de [0,27] de la
forme {é,---61z, n 2 1} ol {b,, n > 1} est une suite d’éléments de {To,T;} vérifiant
|H(6y - 61z) - H(61z)| > 0 pour tout entier n > 1. Un compact F de [0,2x] est dit
invariant si, pour tout z € F et tout é € {Tp,T;} tels que u(éz) > 0, on a éz € F.

Théoreme 7.3. Soit H une fonction 2n-périodique, de classe C*(0 < a < 1) et vérifiant
H(0) = 1. Les deuz propriétés suivantes sont équivalentes.

1. La fonction ¢ solution de (1) est de carré intégrable sur IR, engendre par translations
entiéres un systéme de Riesz et la série scalaire § associée a ¢ est de classe C*.

2. H vérifie H(x) = 0, (32), (61) et il n’existe pas de compact invariant disjoint de
{0,2~}.

Dans le cas particulier ou H admet un nombre fini p de zéros, Uhypothése du 2) sur les
compacts invariants peut étre remplacée par la condition suivante

VA€ Zy, A#0, 3 €C(X) tel que H(p+7) #0. (64)

Démonstration Les propriétés relatives aux compacts invariants sont prouvées dans
[2], [5] et nous supposerons pour simplifier la démonstration ci-dessous que H admet un
nombre fini p de zéros.

1. = 2.. D’apres la proposition 3.1, la fonction 8 vérifie (12) et ’on peut donc définir
sur 'espace B (cf. dem. du théoréme précédent) les opérateurs R, f = 67 Pi(0f) (n €
IN*). On vérifie immédiatement que les opérateurs R, sont positifs, bornés sur (B, || -||c0)
et vérifient R,1 = 1. On en déduit que sup{||Rnfllco, f € B,||fllec =1} = ||Ral}lec =
1. Ainsi pour toute fonction f dans B et tout entier n > 1, on a ||07'Pjflle =

61



62

1Ra(07 Dlloo < (107 flloer Cest-adire 9= (A)PEFN)] < 107 flloo pp, dot grice & (12),
31PEf(M) < ¢l|fllec PP, ce qui prouve la propriété (61). Les conditions H(r) = 0 et (32)
sont satisfaites d’apres le paragraphe 4.2. Enfin la propriété (64) (qui est ’analogue de la
condition (42) du paragraphe 5) se démontre par ’absurde (cf. début de la démonstration
de la proposition 5.7).

2. = 1.. Notons tout d’abord que la condition (61) assure I’existence d’une fonction
~ positive, de classe C%, non nulle en 0 et Py-invariante (cf. démonstration du théoreme
précédent). Nous allons démontrer que la fonction « est strictement positive. Il suffit pour
cela de reprendre les techniques établies dans la preuve du théoreme 5.4. En effet si v
s’annule en un réel A €]0,2x[, alors H(3) # 0(respectivement H (% + 7) # 0) entraine que
7(2) = O(respectivement que 7(% +7) =0). D’apres (32) Pune de ces deux propriétés est
vérifiée. Etudiant séparément les cas A ¢ Z,A € Z — Z,, ) € Z,, on en déduit I'existence
d’un réel z, zéro de v, appartenant a 0, mais non contenu dans Z. L’itération de la
propriété ci-dessus (a partir de z) assure alors que 4 admet une infinité de zéros sur 0,.
Mais puisque par hypothese les zéros de H sont en nombre fini, il existe nécessairement
un élément y dans 0, zéro de v et tel que I’ensemble 0, ne contienne aucun zéro de H, de
sorte qu’on a (3) = 0 pour tout entier k > 0, ce qui est impossible car v est continue et
non nulle en 0. La fonction - étant strictement positive, on peut définir sur L, 'opérateur
Rf = 7} Py(7f), soit encore, Rf = a(3)f(3) + a(3 + 7)f( + 7) ol a()) = HAQ),
La fonction a est de classe C et vérifie a(0) = 1 et a(A\) +a(A+7) = 1. Par conséquent la
fonction V(X) = [1}33 a(&) est définie (cf. lemme 2.1) et les résultats établis dans [5, cf.
théoreme 8.3] assure que la fonction g(A) = Ypcz V(A + 2k7) est identiquement égale &
1. En outre, on a de maniére évidente |$())[? = v(A)V()). On en déduit que la fonction
v et la série scalaire 8 associée & ¢ coincident sur JR. La fonction @ est donc de classe
C®, strictement positive, ce qui entraine la double inégalité (12) et prouve finalement
’assertion 1.. a

Remarque

Nous pouvons a présent préciser le spectre de ’opérateur Py sur L, dans le cas ou la
propriété (P3) est satisfaite. Rappelons tout d’abord que le fait que H soit un polynoéme
trigonométrique ne joue aucun role dans la démonstration de la proposition 5.6 (cas d = 1
ici). Seule la continuité de la série scalaire 6 intervient de sorte qu’on a (dans le cadre du
théoreme 7.3) dim Ker(Py — Id) = 1 ot Py est ici considéré comme opérateur sur l’espace
des fonctions continues 27-périodiques. En d’autres termes 6 est I'unique fonction Pg-
invariante continue (a un scalaire multiplicatif prés). D’autre part reprenant les notations
établies ci-dessus, il est clair que si f est fonction propre de Py relativement a une valeur
propre a, alors 67! f est fonction propre de opérateur R relativement a a. Or d’apres
les résultats de [5, cf. théoreme 8.1], on sait que 1 est 'unique valeur propre de R sur
le cercle unité. On déduit de ce qui précede que 1 est aussi I'unique valeur propre de
Py sur le cercle unité. Enfin grace & (63), on obtient que pour toute fonction f continue
27-périodique, la suite (Pff)a.>1 converge uniformément vers la fonction f(0) quand
n — 4o00.
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7.2. Cas matriciel

L’opérateur Py associé a une fonction matricielle H est défini par

PufO) = HEFE)HG) + HG + 1P +mHE + )

2
(cf. paragraphe 4).

La notion de fonction matricielle de classe C* est définie dans le paragraphe 2. Enfin
rappelons que nous désignons par I la fonction matricielle identiquement égale & la matrice

identité dans M(d,C ).

Théoréme 7.4. Si H est une fonction matricielle 2r-périodique de classe C*(0 < a <
1), a valeurs dans M(d,C ), vérifiant les conditions (37) et (38), et si l'opérateur Py
associé satisfait a ’hypothése suivante

sup ||P"1||oo < 400, (65)
n2>1
alors les fonction 4§1, 'y définies par (6) avec & = Mé; sont de carré intégrable sur
R.
En outre si la série matricielle 0 associée auzx fonctions ¢, ..., ¢y est continue et st

H vérifie (32) et admet un nombre fini p de zéros et vérifie la propriété
VA€ Z,,) #0,3u € C()) tel que det H(p+ ) #0, (66)

alors les fonctions ¢y,...,dq engendrent par translations entieres un systéme de Riesz si,
et seulement si, det §(0) est non nul.

Les remarques concernant ce théoreme sont identiques a celles du cas scalaire. En
particulier nous obtenons que les fonctions ¢1, . bu appartiennent a IL*(IR) si H vérifie
la condition H(A)H(A)*+ HA+ m)H(X + 7)* < Id.

Notons en outre que (65) est une condition nécessaire a la propriété (P3). En effet
notons H$® Pespace des fonctions matricielles 27-périodiques, a valeurs dans ’ensemble
des matrices hermitiennes et vérifiant || F|j. = sup ess |F(-)|z < +o00. Plagons-nous dans
le cas général ou ||H||,, < 400 et supposons la propriété (P3) vérifiée, c’est-a-dire que les
solutions ¢,,...,dqs de (4) sont de carré intégrable sur IR et engendrent un systeme de
Riesz. Reprenons a présent la démarche vue au début de la demonstratlon du théoreme
7.3 en définissant cette fois sur H$® les opérateurs R, F = 6~ TPR(0"IF0-%)0"%(n € IN®),
ou l'on a désigné par 6 la série matricielle associée aux fonctions ¢;,...,#¢. On montre
alors, grace a la double inégalité (12), qu'il existe une constante ¢ > 0 telle que P'on ait
pour toute fonction F dans H, |PiF(A)|2 < ¢||F||l«, ce qui prouve la propriété (65).
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Enfin notons que 6 est continue dés que les fonctions ¢;,..., ¢ sont suffisamment
localisées a Dinfini (par exemple si |¢1(z)| + - - - |¢a(z)] < (1 + |z])72).

Démonstration du théoréme 7.4 Les techniques établies dans le cas scalaire s’étendent
sans difficultés au cadre vectoriel, les ensembles C , IR et IRt devant étre remplacés re-
spectivement par ’espace M(d,C ), 'espace H(d,C ) des matrices hermitiennes et en-
fin ’ensemble des matrices hermitiennes positives. Ainsi nous désignerons ici par B
Pespace des fonctions 27-périodiques, continues & valeurs dans H(d, C ), muni de la norme
|F|lec = supy |F(M)]2 (F € B) et par L,, le sous-espace de B composé des fonctions de
classe C*. Pour F € L,, nous posons

|F(z) — F(y)l2
lz — y|=

ma(F) = sup{ ,z,y € [0,27],z # y} .

Enfin nous munissons ’espace L, de la norme || - || = || - ||oc + m(F). L'opérateur Py est
de maniére évidente borné sur (B, || - ||eo)- Par ailleurs on montre aisément par récurrence
que

PRF(N) = S H(EA) - H(by N F(6y - 80 H(by - - 6, F) - H(,A)".

61,0 €{T0, T3}

La différence avec le cas scalaire réside dans le fait que I’anneau M(d,C ) n’est pas
commutatif. Cependant ceci n’'importe pas dans les calculs rencontrés pour établir le
lemme 7.2 et 'on montre comme dans le cas scalaire qu’il existe pour tout entier n >
1 une constante R, > 0 telle que 'on ait pour toute fonction F dans L,, ||PF]|| <
27| PE]||o || Fll + Rul| Flloos ce qui prouve en particulier que Py est borné sur (L, || - ||)-
Par conséquent ’'opérateur Py va satisfaire aux hypothéses du théoréme de Ionescu-Tulcéa
et Marinescu. Reprenons pour simplifier les notations utilisées dans le cas scalaire. On
montre alors dans un premier temps qu’il existe dans ’espace E = @|;j=1 Ker(A;Id — Py)
(qui est de dimension finie) une fonction matricielle G telle que G()) soit hermitienne
positive pour tout réel A et vérifie la propriété G(0)é; = é;. Utilisant I’ensemble convexe
compact I' = {F € E,F(A) >0V € R,F(0)é; = &, ||F|l: < ||G|l1} ot || - ||1 est définie
comme dans le cas scalaire, on montre grace au théoreme de Schauder-Tychonoff qu’il
existe un élément 4 de I' Py-invariante. On conclut alors comme pour le théoréme 5.1, &
savoir grace au lemme 5.2 et au lemme de Fatou.

Démontrons a présent la derniére assertion du théoreme. Le sens direct de ’équivalence
est évident. Réciproquement supposons que det 8(0) soit non nul et démontrons que 6
vérifie la double inégalité (12). La seconde inégalité de (12) est satisfaite car 6 est continue.
Pour prouver la premiere inégalité de (12), on procede par ’absurde en supposant qu’il
existe un réel A €0, 27| tel que det 6(A) = 0. Les techniques établies dans la démonstration
du théoreme 5.4 s’appliquent ici et on obtient qu’il existe un réel z élément de 0y, non
contenu dans Z et vérifiant det§(z) = 0. Enfin d’aprés 'hypothese sur les zéros de
det H(-), on sait qu’il existe un réel y élément de 0, vérifiant det 6(y) = 0 et tel que 0,
ne contienne aucun zéro de H. On en déduit que det §(%) est nul pour tout entier k > 0,
ce qui est impossible car det §(0) # 0. Le théoreme est ainsi démontré. 0
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Conclusion

Nous avons répondu aux problemes posés dans 'introduction, a savoir : étant donnée
une fonction H scalaire ou matricielle, nous disposons de criteres (cf. paragraphe 5 et 7)
précisant si les fonctions ¢,. .., ¢4 solutions de I’équation (4) associée & H sont de carré
intégrable sur IR et dans ce cas, si ces fonctions engendrent par translations entiéres un
systeme de Riesz. Avant de dégager les possibilités de construction dans le cadre vectoriel,
nous rappelons brievement les différents points de vue adoptés dans le cas scalaire.

Considérons tout d’abord une analyse multi-échelle (V}.),inz quelconque, une fonction
d’échelle ¢ et notons @ la série scalaire associée a cette derniére. Reprenant les notations et
résultats du paragraphe 3, on sait que les fonctions ¢ et o définies par ¢(A) = 8-1(A)$(A)
puis &()) = 6-3()\)@()), engendrent par translations entiéres respectivement, la base
duale dans V; de {¢(- — k), k € Z}, et une base orthonormée de Vp. Nous disposons donc
des convergences suivantes dans IL*(IR)

f@) = lim_ 2" U807 ~k)g(2e ~ b (67
keZ

f(z) = IHE 2" Y (f,0(2" - —k))a(2"z — k). (68)
keZ

Si ¢ est a support compact, la série intervenant dans (67) est en fait une somme finie
pour z fixé. Cependant dans ce cas les fonctions et o ne sont pas a support compact, ce
qui rend difficile dans la pratique le calcul des coeflicients (f, (2" - —k)) ou 'utilisation
de (68). Notons qu’aucune hypothese n’est faite jusqu'ici sur I'analyse multi-échelle, la
fonction d’échelle ¢, ou encore le filtre H associé a ¢ par 1’équation (2).

Le second point de vue consiste & imposer au départ des conditions sur H afin d’obtenir
des propriétés précises sur la fonction ¢ solution de (2) (localisation, régularité, propriété
de la famille composée de translatés entieres de ¢). Par exemple nous savons que partant
d’un polynéme trigonométrique H, la solution ¢ est a support compact. Le probleme
concernant la régularité de ¢ est beaucoup plus délicat. Les différentes méthodes relatives
a cette question sont basées sur la formule [[{5] cos & = il Fn effet, on sait qu'une
condition nécessaire pour que ¢ soit de carré intégrable est que H s’annule en 7. Si par

exemple H est un polynéme trigonométrique, on écrit

JHM)|* = (cos —)2”|V(A)I2 (69)

o V est un polynéme trigonométrique ne s’annulant pas en 7. Il vient que $(A) =
- a\2

(Ej\—%) ’ 122 |V(Z)I?. J.-P. Conze montre dans [3] que 'ordre de régularité de ¢ défini
2

par a = sup{s > 0] [ [#(A)2(1+]A[**)d) < 400} est situé dans I'intervalle [p—0.5 log, a—

0.5,p — 0.5log, @ + 0.5] ot a est la plus grande valeur propre positive de I'opérateur
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Py associé au polynéme trigonométrique V. On peut évidemment définir de maniere
différente ’ordre de régularité de ¢ (cf. [2], [6]).

La propriété souhaitée sur la famille des translatés entieres de ¢ fournit une condition
importante sur H (dite condition algébrique). Si par exemple on désire construire un
systéme orthonormé (on dit que ¢ est une “ondelette orthogonale”), alors H doit satis-
faire & la condition orthogonale |H())|> + |H(X + 7)|* = 1 et on sait que réciproquement,
cette condition adjointe a des hypothéses de nature géométrique sur les zéros de H (cf.
[5]) entraine que la fonction ¢ engendre un systéme orthornormé. I. Daubechies [6] con-
struit ainsi pour chaque entier p > 1 une ondelette orthogonale a support compact et
de classe C*. Suivant le méme ordre d’idée on peut construire (cf. [2]) des couples
(¢, #) de fonctions d’échelle & support compact vérifiant la condition de biorthogonalité
(¢(- — k), (- — €)) = &, (k£ € Z). Notons que les polyndmes trigonométriques
H et H associés par (2) respectivement aux fonctions ¢ et ¢ vérifient nécessairement
H\)HO) + HO + 7)H() + 7) = 1 (utiliser pour cela la condition de biorthogonalité
et la formule sommatoire de Poisson). A. Cohen montre qu’inversement il est possi-
ble, partant de deux polynémes trigonométriques satisfaisant & I’hypotheése ci-dessus, de
construire des ondelettes biorthogonales. Notons que les familles composées des transla-
tions entiéres respectivement de ¢ et én 'engendrent pas le méme espace dans IL*(IR).
Autrement dit nous ne cherchons pas & construire comme dans le paragraphe 3 une fonc-
tion ¢ contenue dans Pespace engendré par les translatés entieres de ¢. C’est pourquoi il
n’y a pas d’obstruction & obtenir deux fonctions ¢ et ¢ & support compact.

Une autre condition algébrique, de nature tout a fait différente des deux précédentes,
résulte de la construction d’ondelettes interpolantes (cf. paragraphe 6.1) et s’écrit H(A)+
H(A+7) = 1 (découle de I'identité Tyez d(A+2kr) =1 qu1 exprime que ¢(n) = g ,, n €
Z). A notre connaissance aucune étude systématique n’a été entreprise concernant la
réciproque. On souhaiterait en effet, partant de la condition ci-dessus sur H, disposer
de critéres assurant que la fonction ¢ associée vérifie la condition d’interpolation écrite
ci-dessus.

Au vu de cette liste (non exhaustive) des constructions d’ondelettes classiques, nous
allons essayer de présenter d’éventuelles généralisations au cadre vectoriel. Les critéres
relatifs a (P2) et (P3) sont sensiblement les mémes que ceux du cas scalaire et tout
a fait utilisables dans la pratique quand H est un polynéme trigonométrique a coeffi-
cients matriciels, puisqu’ils reposent sur le calcul de valeurs propres d’une matrice. Si
on note @y,...,Pq les solutions de (4) et V; I'espace engendré dans IL%(IR) par les trans-
latés entieres de ces d fonctions, alors les fonctions ¢y, ..., ¢g (respectivement o7, ...,04)
définies par (17) (respectivement (18)) engendrent par translations entiéres la base de
Riesz duale de {T*¢;,i = 1,...,d, k € Z} dans V; (respectivement une base orthonormée
de Vp), ce qui fournit les formules d’approximation suivantes dans IL(IR)

f(z) = lim Z Z 2"(f, ¢‘(2'n —k))¢i(2"z - k)

n — 400

i=1keZ

= lim Z > 2%(f, 02" - —k))oi(2"z — k).

n= oo i=1keZ

Notons que ces convergences sont vérifiées dans des espaces autres que IL*(IR) des que les
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fonctions ¢; et ¢7; (respectivement o;) sont suffisamment régulieres et localisées a ’infini.
Si par exemple les fonctions ¢; sont a support compact et de classe C"(r € IN*) alors les
convergences ci-dessus sont satisfaites dans les espaces de Sobolev IL?(IR) (1 < p < +00)
ou encore au sens de la convergence presque-partout. D’autre part dans ce cas, la série
intervenant dans la premiere des deux convergences ci-dessus est une somme finie pour z
fixé. Cependant comme dans le cas scalaire, les fonctions ¢; et o; ne sont pas & support
compact, ce qui pose des problemes dans la pratique. Ainsi, pour obtenir des formules
d’approximation efficaces, nous devons suivre la méme démarche que dans le cas scalaire,
c’est-a-dire déterminer des méthodes de construction permettant d’obtenir des propriétés
précises sur les ondelettes ¢,..., @4 (décroissance, régularité, propriété de la famille des
translatés entieres des fonctions ¢,,...,¢;). Les problemes concernant la décroissance se
résolvent comme dans le cas scalaire. En particulier si H est un polynéme trigonométrique
a coeflicients matriciels alors les solutions ¢y,..., ¢4 de (4) sont a support compact (cf.
paragraphe 4). En revanche la régularités pose probleme. En effet 'anneau M(d,C )
n’est pas commutatif, ce qui rend inefficace toute méthode basée sur une factorisation ma-
tricielle analogue a (69). Nous disposons cependant d’un test simple (sur les valeurs pro-
pres de 'opérateur Py) permettant de décrire ’ordre de régularité des fonctions ¢, ..., dq

défini par Pentier n = sup{p € IN| f[r(|1(MN)> + - - - + [#a(M)[2)(1 + |A|?P)dA < +o0}.

A ce premier probléme il faut ajouter le fait que la propriété dim Ker(Py — Id) = 1
vérifiée dans le cas scalaire ne I'est plus en général dans le cas vectoriel (cf. proposition
5.6). Si par exemple on souhaite construire des fonctions d’échelle ¢,,. .., ¢4 engendrant
par translations entiéres un systéme orthonormé, alors la condition algébrique est donnée
par H(A)H(A)*+ H(A+7)H(X+ )" = Id, et réciproquement, étant donnée une fonction
matricielle H vérifiant cette derniere hypothese, on sait que les solutions ¢y,...,¢4 de
(4) sont de carré intégrable sur JR. La fonction matricielle I identiquement égale a la
matrice Id dans M(d, C ) et la série matricielle § associée a ces d dernieres fonctions sont
toutes les deux Pg-invariantes, mais a la différence du cas scalaire on ne peut conclure,
du moins de maniere systematique, que @ et I coincident, c’est-a-dire que la famille des
translatés entieres de ¢;,..., @4 est orthornormée. Dans le cas ou H est un polynome
trigonométrique (ou plus généralement si § est continue), les fonctions 6 et I coincident
si on a 8(0) = Id (cf remarque et proposition 5.6), ce qui en pratique nécessite un calcul
approché de 6(0). Notons pour clore ce point que les bases d’ondelettes orthogonales du
cadre vectoriel ne présentent a priori guere d’intérét par rapport a celles du cas scalaire.

En revanche ’aspect matriciel apparait de maniére naturelle dans la théorie d’interpolation
dyadique d’ordre d (cf. paragraphe 6.2), et ceci de maniere non réductible au cas scalaire
si I'on excepte les exemples tels que ceux issus des fonctions splines (cf. paragraphe 3).
Rappelons que la condition algébrique s’écrit H(\) + H(X + 7) = diag(1,27%,...,279).
Comme dans le cas scalaire, le probléme est de savoir si en retour il est possible de préciser
les hypotheses sur H, qu'’il faut adjoindre a la condition ci-dessus, pour que les fonctions
d’échelle @y, ...,dq associées forment une famille de fonctions principales, c’est-a-dire

vérifient ¢4 (n) = bonbi; (n € Z,i,j=0,...,d).
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