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ETUDE D'UNE EQUATION FONCTIONNELLE MATRICIELLE 

HERVE Loïc 

I.R.M.A.R. - Université de Rennes I 

Laboratoire de Probabilités 

Campus de Beaulieu, 35042 RENNES CEDEX 

R é s u m é 

Etant donnée une fonction H 27r-périodique, à valeurs dans Af(d, C ) (d G IN*) 
et vérifiant H(0)é{ = eî, où nous désignons par ( e i , . . . , e ¿ ) la base canonique de 
C d , nous déterminons des critères assurant, tout d'abord que la suite de fonctions 
matricielles (YYk=i ^{^))n>i converge, puis que les d fonctions 0i , . . . ,<£d définies 

par <£,(A) = l im n —+00(II2=i # ( ^ r ) £ > £ )
 s o n t de carré integrable sur JR, et enfin que 

la famille {<£,(—fc), i = 1 , . . . , d, k € 2Z} forme un système de Riesz où Ton a désigné 
par <£i , . . . ,<£d les transformées de Fourier inverses des fonctions <£i , . . . ,<£¿. Nous 
montrons que les critères relatifs aux deux dernières propriétés ci-dessus portent 
en substance sur le spectre de l'opérateur PH défini sur l'espace des fonctions 2x-
périodiques, à valeurs dans M(d,C ) par PHF(X) = H($)F($)H(%)* + + 
n)F(^ + TT)H(T¡ + 7 r ) * . NOUS généralisons la notion d'interpolation dyadique en 
précisant le lien avec l'étude précédente. 

1. Introduction 

Nous nous proposons de généraliser la notion d'analyse multi-échelle découverte par 

Y . Meyer et S. Mallat [12], [14]. Rappelons qu'une analyse multi-échelle est la donnée 

d'une famille de sous-espaces fermés (Vn)nez de L2(M) vérifiant : 

1- H Vn = {0} et U Vn = L\ïït). 
nez nez 

2. Vn C Vn+i 

3. V n + 1 = DVn où Df(x) = f(2x) 

4. TV0 = V0 où T / ( x ) = f(x - 1) 

5. il existe une fonction 4> dans V0 telle que le système {Tk<f>,k G soit une base de 

Riesz de Vó-
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Une telle fonction <j> est appelée fonction d'échelle. Puisque Vo C Vi, il existe une suite 

{h>k)kez dans £2{Z) telle que 

cf>(x) = £ h(k)<f>(2x - k) dans L2(R). (1) 

Grâce à la transformée de Fourier, (1) s'écrit encore 

H\) = H{±)ï{\) (2) 

avec 

H ( \ ) h ( k ) e i X k . 

Pour construire une analyse multi-échelle, on peut aussi partir de l'égalité (2) considérée 

alors comme une équation fonctionnelle (la fonction H est évidemment donnée à l'avance). 

Ce point de vue est explicité dans [2], [3], [6], [12], [14] et est contenu dans la théorie qui 

va suivre. La généralisation que nous allons entreprendre consiste à déterminer, non plus 

une seule fonction <j>, mais plusieurs fonctions fa,..., fa telles que leurs translatés entières 

engendrent un espace VQ vérifiant V0 C DV0. 

Autrement dit, il s'agit de construire d fonctions réelles fa,... fa (d est un entier 
arbitrairement fixé) telles que l'on ait, pour chaque entier i = 1 , . . . , d 

= E E « * ( * № ( 2 * - * ) (3) 
j = i ke% 

où { a t j ( n ) , i, j = 1 , . . . , d ; n G Z} est une famille de complexes vérifiant 

] £ k , i ( n ) | 2 < + ° ° P o u r h3 = 1» • • • > d. 
kez 

Pour tout réel x , nous posons 

/ M*) \ 
V(x) = : 

V M*) ) 

et nous définissons, pour tout entier k, les éléments de M(d, C ) donnés par 

h(k) = (ût,i(^))tj=i,...,d« L'équation (3) s'écrit 

V(x) = E * ( * ) V ( 2 * - k). (4) 

Cette équation fonctionnelle s'écrit en variable de Fourier 
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V(X) = (5) 

où l'on a posé 

/ Â(A) \ 

V(A) = : 

V À(A) 7 
et 

Comme dans le cas scalaire, nous serons amenés à étudier les deux cas de figures suivants : 

- Les fonctions < ^ i , . . . , ^ d vérifiant ( 3 ) sont connues à l'avance et appartiennent à 

L2(M) : c'est par exemple le cas pour les fonctions issues de l'interpolation (cf. exemple 

2 ci-dessous). Nous tenterons alors de prouver que la famille {Tk<j>i, i = 1 , . . . , d; k E Z} 

forme un système de Riesz. 

- L'autre point de vue consiste à considérer ( 5") comme une équation fonctionnelle. 
Dans ce cas, celle-ci appliquée avec À = 0 entraîne que V(0) est vecteur propre de H(0) 

pour la valeur propre 1. Par ailleurs ( S) itérée n fois assure l'égalité 

Nous utiliserons dans la suite la notation : 

Si V(0) est continue en 0 et si la suite de matrices I JJ H(TT) ) converge vers une 

matrice notée / ^ ( A ) , alors V(X) = J ï o o ( A ) V r ( 0 ) . Inversement, s'il existe un vecteur x non 

nul invariant par i / ( 0 ) , alors la fonction vectorielle définie par 

/ <Âi(A) \ 

V(X) = : = H00(X)x (6) 

\ &(A) / 

est solution de l'équation fonctionnelle ( ^T) et il nous faudra déterminer successivement 

des conditions sur la fonction matricielle H pour que 

( P I ) le produit infini de matrices dans ( 6 ) converge, auquel cas les fonctions 

seront définies, 

(P2) les d fonctions ci-dessus appartiennent à l'espace L2(M), 

(P3) {Tk(f>i, i = 1 , . . . , d; k e 2Z) soit un système de Riesz. 
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Rappelons brièvement les résultats relatifs aux propriétés ( P I ) , (P2) et (P3) du cas 

scalaire établis dans [2], [3], [5]. 

- Si H est de classe Ca(a > 0) et vérifie H(0) = 1, alors ( P I ) est vérifiée et la fonction 
définie par le produit infini est continue sur 1R et à décroissance au plus polynômiale. 
Nous verrons dans le paragraphe 2 que cette propriété s'étend au cadre vectoriel. 

- Soit g une fonction de carré integrable sur 2R. La famille composée des translatés 

entières de g forme un système de Riesz si et seulement si la fonction 

0(A) = Ylkez | # ( A + 2 / : 7 r ) | 2 (que nous appelerons série scalaire associée à g) vérifie la double 

inégalité i < 0(X) < c pour presque tout réel À, où la constante c > 0 est indépendante 

de À. Nous généralisons dans le paragraphe 3 ce critère au cas de d fonctions . . . ,g¿. 

- Si <j> appartient à I?{IR) et vérifie (1) , alors la série scalaire 6 associée à <j) est 

invariante sous l'action de l'opérateur défini sur l'espace des fonctions 27r-périodiques par 

où i¿(A) = | i ï ( À ) | 2 . Réciproquement si PH admet une fonction invariante positive et non 

nulle en 0, alors la fonction définie par <j>(\) = Ut=iH(£) appartient à L2(M). Pour 

prouver cette dernière propriété dans le cas où H est un polynôme trigonométrique, J . -P . 

Conze montre dans [3] qu'il suffit de vérifier que l'opérateur PH possède 1 comme plus 

grande valeur propre positive, avec une fonction propre associée non nulle en 0. Enfin sous 

certaines hypothèses sur les zéros de i î , on montre que la famille constituée des translatés 

entières de <f> forme un système de Riesz. 

Nous mettons en évidence dans le paragraphe 4 l'analogue de l'opérateur défini ci-

dessus mais opérant cette fois sur l'espace des fonctions 27r-périodiques à valeurs dans 

M(d, C ) puis nous énonçons les résultats concernant les propriétés (P2) et (P3 ) , tout 

d'abord dans le cas particulier où H est un polynôme trigonométrique à coefficients ma­

triciels (cf. paragraphe 5 ) , puis dans le cas plus général où H est une fonction matricielle 

de classe Ca (cf. paragraphe 7 ) . 

Nous montrerons en substance (plaçons-nous ici dans le cas scalaire pour simplifier), 

que si la fonction 27r-périodique H est de classe CQ et telle que s u p n < 1 ||JP//1||OO < + ° o 

où 1 est la fonction identiquement égale à 1 sur JR et || • la norme uniforme usuelle, 

alors la fonction <f> solution de l'équation fonctionnelle (2) est de carré integrable sur M. 

En outre, la condition ci-dessus sur les opérateurs P ^ est nécessaire à la propriété (P3) et 

suffisante à condition d'y adjoindre les hypothèses de nature géométrique énoncées dans 

[1], [2], [5]. Nous verrons que ces critères s'étendent au cadre vectoriel. 

Enfin nous explicitons dans le paragraphe 6 le lien entre l'interpolation dyadique vec­

torielle et l'équation (5) (cf. exemple 2 ci-dessous). Nous verrons que les résultats établis 

dans le cas scalaire [4], [7], [10] se généralisent très simplement au cadre vectoriel. Les 

différents exemples d'interpolation dyadique vectorielle sont inspirés des travaux de J . - L . 

Merrien [13]. 

Par commodité, nous avons choisi le cadre dyadique, c'est-à-dire celui de l'équation 

(5) , mais nous verrons dans le paragraphe 3 qu'il existe des exemples vérifiant 
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V(X) = H(^)V(^) où r est un entier supérieur ou égal à 3. 

E x e m p l e s 

Exemple 1 : Soient <f> et xj) respectivement les fonctions "père" et "mère" d'une même 

analyse multi-échelle scalaire ( K ) n ç ^ . Rappelons que <j> et ip vérifient 

*(A) = m o ( ^ ) ^ ) 

m = m i ( f ) * ( f ) 

où rrii(\) = e~ t A m 0 (A + 7r ) (nous nous plaçons ici dans le cas où {<^>(- — A:), A: G Z} est une 

base orthonormée de Vo). Nous reprenons les notations vues précédemment en identifiant 

<f> et <f>i, puis tf> et <f>2j de sorte que 

V(X) = H(-)V(-), 

avec 

u ( \ \ - ( m o ( A ) 0 \̂ 

D est clair que 

/ T T , A. n \ 
+oo A I l m o ( ^ ) 0 

et la solution donnée par (6) avec ici x = e"î est 

Notons que l'espace engendré par la famille {Tk<f>)Tkrl>,k G ^ } n'est autre que l'espace 

Evidemment, ce type d'exemples ne peut motiver la généralisation du cas scalaire au 

cadre matriciel. Toutefois ce cadre apparaît naturellement dans la théorie d'interpolation 

d'ordre supérieur à 1 qui consiste, pour simplifier, à déterminer par exemple deux fonctions 

<f>i et <f>2 vérifiant pour tout entier k 

= ¿ 0 * ; ( * ) ' ( * ) = 0 ; (fa)(k) = 0 ; = 60<K. 

Si le système {Tk<j>i)Tk<f>2, k € Z} forme une base de Riesz dans l'espace V0 qu'il engendre, 

alors toute fonction dans Vo s'écrit 
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Nous étudierons le cas où les fonctions <j>i et <f>2 vérifient une équation de type (3) 

(avec d = 2 ici) en explicitant dans le paragraphe 6 le lien entre analyse multi-échelle et 

interpolation dyadique. Voici un premier exemple de ce type. 

Exemple 2 : Interpolation d'Hermite 

Etant donné un entier r > 1, désignons par E (sous entendu E(r)) l'espace des fonc­

tions de classe C7"1 sur M dont la restriction à chaque intervalle [fc, k+1] (k G 2Z) coïncide 

avec un polynôme de degré < 2r — 1. Nous utiliserons la notation : 

/ f \ 

A tout élément de E correspond la suite (Af(k))kçz d'éléments de Mr et réciproquement, 

à toute suite (A(k))kçz d'éléments de Mr correspond une et une seule fonction / dans 
-+ —• 

E vérifiant Af(k) = A(k) pour chaque entier k. Le second point résulte de l'existence 

et l'unicité de l'interpolation d'Hermite sur chaque intervalle [k,k + 1]. En particulier 

pour chaque entier i = 0, . . . , r — 1, il existe une unique fonction fa dans E vérifiant 

Afa(k) = #O,ÀA- H e s t clair < l u e c e s fonctions sont à support compact contenu dans [—1,1] 

et par unicité de l'interpolation d'Hermite, toute fonction dans E s'écrit 

/(*) = E E - *), (7) 

j = o kez 

la série ci-dessus étant pour x fixé une somme finie. Les fonctions sont appelées jonc-

tions principales. La fonction x —> / ( | ) (pour / G E) est elle-même élément de E. Cette 

remarque (appliquée aux fonctions fa) et l'identité (7) entraînent l'égalité : 

Mh = E E 2 - ' " # ( £ ) f c ( * - * ) , Vi = 0 , . . . , r - 1. (8 ) 

Ainsi, les fonctions principales vérifient une équation du type (3) . Définissons à présent 

le sous-espace Vo de JL2(IR) engendré par le système {Tk<f>i, i = 0 , . . . , r — 1, k G Z}. Si 

r = 1, nous retrouvons l'espace classique des splines linéaires [14] et (j>o n'est autre que 

la fonction triangle (cf. Ex . 3 du §7). Dans ce cas, la famille composée des translatés 

entières de <f>0 forme une base de Riesz de Vo. Nous généraliserons ce résultat au cas r = 2 

et r = 3, à savoir : dans les deux cas, la famille constituée des translatés entières des 

fonctions principales forme une base de Riesz dans Vo- Enfin, plaçons-nous dans le cas 

r = 2 et considérons une fonction quelconque / de E : l'égalité (7) entraîne 

/'(*) = E -*)+ E - ^ 

Soit s un entier positif quelconque : puisque D~SE C E, nous pouvons appliquer la 

formule (7) et la précédente à la fonction x —• f(2"3x). Appliquant ceci avec 
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x = n + | (n G Z) et utilisant l'identité (8 ) , nous montrerons dans le paragraphe 6 qu'il 
existe deux matrices M ( 0 ) et M(—1) dans M(2,M) telles que 

Af(2'3n + 2 - ( * + 1 ) ) = A - ^ + 1 ) M ( 0 ) A 5 A 7 ( 2 " r n ) + A'^M(-l)AsAf(2'r(n + 1)) , 

où A = d i a g ( l , ± ) . 

(Nous reviendrons en détail sur les calculs précédents dans le paragraphe 6 ) . 

Ainsi, la notion d'interpolation dyalique au sens défini dans [7] s'étend au cadre ma­

triciel : la formule ci-dessus permet, partant des données de / et / ' sur le réseau Z, de 

calculer les fonctions / et / ; en tous les points dyadiques. Cette généralisation est inspirée 

des travaux de J . - L . Merrien [13]. 

2. Convergence du produit infini de matrices 

Toute fonction à valeurs dans M(d, C ) sera appelée dans la suite fonction matricielle. 

Nous notons ( e ^ , . . . , e j ) la base canonique de C d , puis || * | | 2 Î L norme hermitienne sur 
C d et | • | 2 la norme matricielle associée, à savoir : 

| JV| 2 = sup | | JVf | | 2 pour N e M{d,C ) . 

Il*ll2 = l 

Nous dirons qu'une fonction matricielle 27r-périodique À —• H(X) = (at\j(^))t\j=i,...,d est 
de classe CQ(0 < a < 1) si les <P fonctions scalaires a t j sont de classe CQ sur [0,27r], OU 
encore (ce qui est équivalent) si H vérifie la condition suivante : 

L e m m e 2 . 1 . Si H est une fonction matricielle de classe CQ(a > 0) telle qu'il existe une 

matrice M dans GL(d,C ) vérifiant M~lH(0)M = diag(l , /z 2 , • • • * f*d) avec \f*i\ < 1 ou 

fii = 1, alors, la suite [ JJ f f ( ^ ) j converge uniformément sur tout compact de M vers 

une fonction matricielle continue que nous noterons Hoo. Si /z, ^ 1, alors #oo (À)Me t = 0, 

Démonstration du lemme (2.1.) : Posons G(\) = M~lH(\)M. Il est clair que G 

est aussi de classe Ca et on a n*=i H(jt) = MHj^zlG(-^)M~l

J de sorte que les pro­

duits infinis relatifs k H et G convergent ou divergent en même temps, avec à la limite 

Hoo(X) = MGroo(A)M"1. Nous montrons maintenant que la suite [ TT G(—) 1 converge 

uniformément sur tout compact de JR. Notons que | G ( 0 ) | 2 = 1, d'où | | G ( À ) | 2 - 1 | < c |À| û . 

Soit A > 0 arbitrairement fixé. Alors, pour tout réel À G [—A, A], nous obtenons 

l o g | G ( | ) | 2 | | | G ( | ) | 2 - l | < f É 
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Ceci prouve la convergence uniforme sur [—A, A] de la série Ylk>i | l ° g | ^ ( F ) l 2 > o u e n ~ 
+00 ^ 

core, celle du produit infini JJ IG^T^Ota- Définissons maintenant, pour tout entier n, les 

fonctions a"j(i,j = 1 , . . . , d) par 

o&(A)HnG(ètë.s>. 
k=i L 

Pour ç > p, nous écrivons : 

< * ( A ) H n G(4)%.(n^))\), fc=P+i ^ \k=i * / 
et 

<;(*) = <*;. (llG(|))V 
D'après l'inégalité de Cauchy-Schwartz dans C d , nous obtenons (par convention /¿1 = 1) 

< «Il Û G&fc-iiY'eih 
k=p+l L 

où la constante c > 0 est indépendante du réel A € [—A, A]. Or, 

Û Gè)* - nY% = fi Géte - N n G(A ) e-
*=P+I ^ fc=p+i ^ k=p+i L 

l 9 - 1 A 9 - 2 A \ 
+ A*i I I ^ ( ^ - ^ II G(Tk)eA 

\k=p+i * k=P+i L ) 

+ ^ r ~ 2 ( G ( ^ T ) G ( ^ ; ) C ; - - NG{^)ëi) 
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Pour N G IN suffisamment grand, nous avons quand rn > n > N 
m A 

0 < II \G(¥)h < e 1 , VA e [-A,A]. 
k=n 

Désignons par ( ^ ( A ) ) , - ^ ^ ^ , ^ e s coefficients de la matrice G(A).Pour q > p > N, nous 

obtenons finalement 

|| f[ G&ft-ti-'ëih < e t | | G ( A ) ê ; . - ^ ë ; . ) | | 2 

Par hypothèse, # ,¿ (0) = fij x et les fonctions sont de classe C a , d'où pour tout réel 
A e [ - A , A ] 

A d A cA 2 

Par conséquent, pour tout réel £ > 0 arbitrairement fixé, nous pouvons choisir un entier 
N suffisamment grand pour que 

Vç > p > N, VA G [-A,A], \al(X) - ^ ' X i W I < e / 2 

d'où, 

l < ( A ) - < , - ( A ) | < K ( A ) - ^r N «S(^ 
< e 

La propriété de Cauchy dans C assure que la suite ( a j j ) n > i converge uniformément 

sur [—A, A] vers une fonction afj vérifiant (par passage à la limite) otfj(\) = / i j ° a^ (A) 

où //^° = l i m n « , + 0 0 / i j . Si fij ^ 1, alors la fonction a j j est nulle pour chaque entier 

i = 1 , . . . , d. Le lemme est finalement démontré. • 

R e m a r q u e s (H vérifie les hypothèses du lemme 2.1) 

+oo ^ 

1. Evidemment, la convergence du produit infini JJ H{—), ou encore l'existence des 
k=i 2 

fonctions fa,... ,fa données par (6) est loin d'entraîner la propriété (P2) . Cepen­

dant, comme dans le cas scalaire (cf.[3]), les solutions fa,..., fa sont des fonctions 

à croissance au plus polynômiale sur M. 

En effet, pour tout réel A et tout entier n > 1, nous pouvons écrire 

IIVWII, < n mèunhh. 
Posons M = s u p A € h ^ | # ( A ) | 2 et c = sup A € [ _^ 7 r ] | | t>(A)| | 2 (c < + o o car A - > 

V(X) est continue sur [ — 7 r , 7 r ] ) . Pour A fixé dans M, nous définissons le plus petit 

entier *(A) tel que | ^ | < TT (c'est-à-dire = [ l o g 2 ( ^ ) ] + 1) . L'inégalité ci-

dessus appliquée avec n = *(A) - 1 entraîne finalement que | |V(A) | | 2 < c A f ' ^ " 1 < 
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2. Par ailleurs, si H est un polynôme trigonométrique à coefficients dans M(d, C ) , à 

savoir 

H(X) = J2 eiXkh(k), h(k) e M{d, C ) , 

alors les distributions <f>i,..., </>d définies comme transformées de Fourier inverses des 

distributions < ^ i , . . . , <^d, sont à support compact contenu dans [p, q]. 

En effet, quitte à considérer la fonction G (cf. ci-dessus)au lieu de H, on peut 

supposer que H(0)ei = é[. Nous considérons ici la solution de (5) définie par (6) 

avec x = ë[. Soit T la transformation définie sur l'espace L 2 (2R, C d) par 

TF(x) = f^h{n)F(2x-n). 

Pour 

F= : €L2(R,Cd), 

nous noterons 

\ Â / 

Ceci étant posé, nous obtenons facilement TF(X) = H(^)F(^)^ d'où, 
n A À 

TnF(X) = I I^(^l)^(^r)- F i x o n s maintenant une fonction F dans L2(M,C d) 
k=i 2 2 n 

continue, vérifiant s u p p F C et F(0) = c i . D'une part il est clair que T F 

et plus généralement TnF(n > 1) sont des fonctions continues, à support compact 

contenu dans D'autre part on a lim TnF(X) = V(A), de sorte que ( T n F ) n > i 

converge au sens des distributions vers 

(h \ 

V = : 

V ^ / 
qui, par passage à la limite vérifie supp V C [p, ç] . 

3. Etude des familles composées des translatés entières de 
plusieurs fonctions 

Etant données d fonctions quelconques gi,..-,gd dans ]L2{1R), nous nous proposons dans 

ce paragraphe de déterminer une condition nécessaire et suffisante pour que la famille 

{Tkgi,i — 1 . . . ,d, k € Z} forme un sytème de Riesz, puis d'étudier le système de Riesz 

dual de ce dernier ainsi qu'un procédé d'orthonormalisation. Enfin nous présentons dans 

le paragraphe 3.3 quelques applications dont l'une aux espaces de fonctions splines. 

10 



11 

3 . 1 . Système de Riesz 

Rappelons tout d'abord la définition d'un système de Riesz dans un espace d'Hilbert. 

Un système { e n , n G 2Z} de vecteurs d'un espace de Hubert X est appelé système de 

Riesz si il existe une constante c > 0 telle que Von ait, pour toute famille finie de scalaires 

{ a n , n G Z), 

7Ek|2<HE«nen||
2

x<cj:K|2. (9) 
c nez nez nez 

Dans le cas scalaire, nous disposons du résultat suivant (cf.[14]) : 

Si g est une fonction de carré integrable sur 2R, alors {Tkg, k G 2Z] est un système 

de Riesz si et seulement si il existe une constante c > 0 telle que l'on ait, pour presque 

tout réel A, ^ < Ylkez \Ù(^ + 2A:7r)|2 < c. Notons que la fonction À —* 0(X) donnée par 

la série ci-dessus et appelée dans la suite série scalaire associée à la fonction g définit 

une fonction integrable sur [0,27r] . En effet, un changement de variable évident entraîne 

0(\)d\ = fR \g(\)\2d\. Par ailleurs la fonction 0 est périodique, de période 2TT. De 

même, grâce à l'inégalité de Cauchy-Schwartz, si a et 6 sont deux fonctions de carré 

integrable sur iR, alors la fonction A —> YLkeZ ^ ( A + 2 ¿ 7 r ) ¿ ( A + 2kw) appartient à i 1 ( 0 , 2 7 r ) . 

Définition. Soit d fonctions de carré integrable sur M et notons C(A) la 
matrice d'ordre d dont les coefficients sont donnés par 

D'après ce qui précède, la série matricielle A —y 0(\) = Ylkez C(X + 2kn) est définie pour 

presque tout réel A et sera appelée série matricielle associée aux fonctions < h , . . . ,g¿. 

Posons 

(Si \ 

Â= : . (10) 

\ 9d ) 

Un calcul évident prouve que C(A) = Â(\)Â(\)*, de sorte que C(A) est hermitienne, 

positive. Par conséquent pour presque tout réel A, 0(A) est hermitienne, positive, comme 

limite croissante de matrices hermitiennes positives. 

Proposition 3 . 1 . Soit . . . , <fa G L2(M) et A —• 0(A) la série matricielle associée. Les 

deux propriétés suivantes sont équivalentes : 

{Tkgi,i = 1 , . . . ,d; A: G Ziï}e$t un système de Riesz (11) 

Il existe une constante c > 0 telle que Von ait, pour presque tout réel A, 

11 
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-Id < 6(X) < cld. (12) 
c 

Id est la matrice identité dans M(d, C ) et l'inégalité ci-dessus est à considérer au sens 

de la relation d'ordre usuelle sur les matrices hermitiennes, à savoir 

A < B & {Ax,x) < (Bx,x),\/x G C d . 

Application. 

Soient <7i,...,<?d d fonctions de carré intégrable sur M et A la fonction vectorielle 

définie par (10) . Considérons alors une fonction matricielle M , 27r-périodique et posons 

/ / i (A) \ 

X(X) = M(X)À(X) = : 

\ A(A) ) 

Il est clair que s'il existe une constante c > 0 telle que l'on ait, pour presque tout réel À, 

|^(^)|2 < c, alors les fonctions fu..., fd sont de carré intégrable sur M. 

Corollaire 3.2. Si la famille constituée des translatés entières des d fonctions £ i , . • . , £d 

forme un système de Riesz et s'il existe une constante c > 0 telle que l'on ait, pour presque 

tout réel \ , 

-Id<M(\)M(\y <dd, 
c 

alors la famille {Tk fi, i = 1 , . . . , d ; k 6 Zfi} est un système de Riesz. 

Ceci résulte de la proposition 3.1 et de l'identité évidente 

7 ( A ) = M(\)6(\)M(\y pp, (13) 

où nous avons désigné par 6 et 7 les séries matricielles associées respectivement aux 
fonctions g u . . . ,gd et fu..., fd. 

Démonstration de la Proposition (3.1.) : 

Nous reprenons les techniques du cas scalaire établies dans [14]. 

Lemme 3.3. Soit {a\,... k € 2Z} une famille finie de scalaires. On a 

Il E E<Tk9i\\lHR) = ±- rww),£(A))<fÀ, 

où 

( ^(A) \ 

x(X) = ; 

V «d(A) / 

12 
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et 

a\X) = ]T a[eiXk pour i = 1 , . . . , d. 
ke2Z 

En effet, reprenant les notations établies ci-dessus, nous pouvons écrire 

1 r27r 1 F2ir 
— jf (e(\)x(X),x(\))d\ = - j f £ ( C ( A + 2*)f(A),s(A))dA 

= ^ / f l (C (Â)f (A) , f (A))dA 

car À —» x(À) est 27r-périodique. En outre, on a 

(C{X)x(\),x(X)) = E^Â)E^'(A)F(Â)^(A) 
1=1 J=l 

d 2 

= E«;W(A) 

et la formule de Plancherel assure l'égalité 

Il E E«iï*№l&(«) = è / I>(W(A) <a 
*€2£ t=l Z 7 r j = l 

Le lemme est ainsi prouvé. 

D é m o n t r o n s q u e ( 1 2 ) = > ( 1 1 ) . 

Le lemme, adjoint à la propriété ( 1 2 ) entraîne 

£ \\2(\)\\ld\ < Il £ ¿47**112^ < £ j T ||£(A)|| 2</A. 

Or on a | | £ ( A ) | | 2 = X^f=i la,(̂ )l2
 e t > grâce à la formule de Plancherel (cette fois dans 

i / 2 ( 0 , 2 7 r ) ) , nous obtenons finalement la double inégalité(9). 

R é c i p r o q u e m e n t , supposons ( 1 1 ) et posons 

/ i ( A ) = inf MT^x). 
||x|| 2=l 

Puisque Ô(X) est hermitienne, //(À) est une valeur propre de 0(X). Pour chaque réel À, 

nous choisissons un vecteur propre 

Z(X) = : 

\ ^ ( A ) / 

de 0 ( A ) , relatif à la valeur propre / / ( A ) et tel que | | Z ( A ) | | 2 = 1 . Il est possible de choisir 

l'application A —> Z(X) 27r-périodique car 0 est 27r-périodique. 

Posons mN(X) = -j^Y,k=o e ' A * > KN(X) = | ™ n ( A ) | 2 (noyau de Fejfer) , puis ZN(X) = 

7TiAr(A — Xo)Z(X) , où A 0 est un réel arbitrairement fixé. Puisque par hypothèse on a 

1 3 
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EI*,(A) | 2 = 1, (14) 
1=1 

les d fonctions A —> mN(X - A 0 )x t (A) pour i = 1 , . . . ,d appartiennent à L 2 ( 0 , 2 7 r ) . Notons 

respectivement (4)* €^ les coefficients de Fourier des d fonctions définies ci-dessus, c'est-

à-dire . -, XL V 

mi\r(A - XQ)Z(\) = ; 

Ceci étant posé, nous appliquons le lemme avec x(X) = ZN(X) : 

d 2 

E E ^ f t = ^ r\mN(X-X0)\
2fi(\)d\ (15) 

«=1 £ 2(JÎ) 

La propriété (9) assure la double inégalité 

- £ E I 4 I 2 < £ ¿ 4 ^ , - < C E E I 4 I 2 -

Or, par définition des coefficients (cl

k)kez, nous obtenons 

£ l c ,*| 2 = è r l m ^ ( A - M|2|* t-(A)|2dA. 

En utilisant à nouveau l'égalité (14) , nous pouvons conclure de (15) et (16) que 

— / KN(X - A0)dA < / KN(X - X0)fi{X)dX < C2TT / KN(X- X0)dX. 
c Jo Jo Jo 

Rappelons que la suite (KN)N>I est une identité approchée. Par ailleurs, la fonction fi est 

intégrable sur [0,27r] car//(A) < (0(A)e x , e i ) = E * e ^ |5 i (A+2fc7r) | 2 . Par passage à la limite 

dans la double inégalité ci-dessus, on conclut que l'inégalité < fJ,(X0) < 2TTC est vérifiée 

pour presque tout réel A 0. La même démonstration appliquée à u(X) = sup (0(A)x, x) 

assure finalement la propriété (12) et la proposition est ainsi démontrée. • 

3.2. Base duale et orthonormalisation 
Si { e n , n 6 2Z} forme une base de Riesz d'un espace de Hilbert X , alors il existe une base 

duale de Riesz associée, c'est-à-dire un système { / n , n 6 ZZ] de vecteurs de X formant 

une base de Riesz dans X et vérifiant (en,fm)xxX = <$n,m (n ,m G Z). Par ailleurs tout 

élément x de X s'écrit (au sens de la convergence dans X) x = E n e ^ ^ / n ) ^ -

14 
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Considérons à présent d fonctions g\,..., g¿ et supposons que la famille composée des 

translatés entières de ces d fonctions forme un système de Riesz. Nous allons montrer 

que le système dual associé est lui-même composé des translatés entières de d fonctions 

< f i , . , < / ( * . Définissons pour cela le sous-espace E de IL2(]R) engendré par le système 

{Tkgi,i = l , . . . , d , k G 2Z} et considérons la fonction vectorielle A donnée par (10). 

D'après la propriété (12) , les matrices 0(A) sont inversibles pour presque tout réel A. Ceci 

permet de définir les fonctions vectorielles 

/ ¿ ( A ) \ 

B{\) = e-\\)Â{\) = ^ : (17) 

( àr(X) \ 

C{\) = e-^2(X)Â(X) = : . (18) 

l àd{\) ) 

La théorie des matrices hermitiennes assure les deux propriétés suivantes 

^Id < O(X)"1 <cld pp (19) 

et 

c-l'2Id < 0 ( A ) ~ 1 / 2 < c1'2 Id pp. (20) 

Proposition 3.4. Les fonctions g¡ et at- (t = 1 , . . . , d) sont de carré intégrable sur 1R et 

les fonctions §i et &{, définies comme transformées de Fourier inverses des précédentes, 

appartiennent à E. La famille {Tkg¡,i = 1 , . . . , ¿ ; A: G ZZ} est la base de Riesz duale de 

{Tkgiyi = 1 , . . . , d ; k G 2Z} dans E et le système { T * a t , i = 1 , . . . , d ; k G 2Z) forme 

une base orthonormée de E. 

Démonstration II est clair que les fonctions g¡ et a, pour i = 1 , . . . , d sont de carré 

intégrable sur JR. Désignons maintenant par {U¿(\))i¿=iy...4 les coefficients de la matrice 

O(X)"1. Les fonctions Uj sont 27r-périodiques et bornées d'après (19) . Ceci étant posé, 

nous obtenons que ^(A)"" 1 = Yikez etXkM(k) dans iL 2 (0,27r), OÙ l'on a posé M(k) = 

(rnk(hj))i¿=i,...4 avec mk(ij) = fi* titj(\)e-iXkd\. Ainsi, on a Ê(\) = £ eiXkM(k)Â(\), 

c'est-à-dire pour i = 1 , . . . , d, 

l . ( A ) = £ e ' A F C Í > f c ( ¿ , ; ) ¿ ( A ) . (21) 
kçZ i=l 
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d d 
Puisque E E \mk(hJ)\2 < +°°, la série E E ™>k(i,j)T

kgj converge dans L2(B) et 
j=l ¿=1 kez 

plus précisément vers la fonction §{ d'après (21). On procède de la même façon pour les 

fonctions <7T en utilisant (20). 

La propriété (19) et le corollaire 3.2. assurent que la famille composée des translatés 

entières des fonctions fa,..., fa forme un système de Riesz. Plus précisément (cf. (13)), 
la série matricielle 0 associée aux fonctions fa vérifie 0(A) = ^(A)""1 pp. 

Prouvons à présent la biorthogonalité des deux systèmes. D'après la formule somma-

toire de Poisson, nous devons démontrer les identités suivantes : 

diÀV = E #(A + 2far)â(A + 2far) = 6ITIJ V t \ j = 1, . . . ,d. 

Or, la famile {dij(\),i,j = l , . . . , d } n'est autre que celle des coefficients de la matrice 

donnée par A(A) = Y,ke% + 2A:7r)i4(A + 2A:7r)*, c'est-à-dire, grâce à (17), par A(A) = 

0^1(X)O(X) = là, ce qui prouve les identités désirées. 

De même, la série matricielle 7 associée aux fonctions <7, est donnée par 

7(A) = E + 2fc7r)C(A + 2k7r)* 

= r 1 / 2 ( A ) ^ ( A ) r 1 / 2 ( A ) 

= Id. 

Ceci assure Porthogonalité du système {Tkcri,i = l , . . . , d ; k G ZS} (grâce à la for­

mule sommatoire de Poisson). Démontrons à présent que ce système est total dans 

E. Considérons pour cela une fonction / quelconque dans E. Il existe une famille 

{Û£,Î = l , . . . , d ; k G 2Z] de scalaires vérifiant £ f = 1 J2kçz \al\2 < + ° ° t e ^ e < l u e l ' o n 

ait / = E î L i Ekez <*iTkgi, soit encore, /(A) = £ ? = 1 m,-(A)â(A) où m t(A) = £ , € 2 , 4 ^ 
Posons 

z(\) = i 
\ rnd(X)gd(X) ) 

soit, Z(X) = M(X)Â(X) où M(A) = diag(m!, ( A ) , . . . , m d ( X ) ) . 

(18) entraîne que Z{X) = M(X)e^2(X)C(X) = 7V(A)C(A). Désignons alors par ( n , j ( A ) ) , - J = w 

les coefficients de ^V(A). Il est clair que les fonctions riij sont 27r-périodiques et de carré 

intégrable sur [0,27r]. Ceci étant posé, nous obtenons 

f E« i , i (AK(A) ^ 

Z(X) = : 

\ j=i / 

d'où, 

16 
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/ ( A ) = f>(A)â , (A) (22) 

avec 6,(A) = H j = 1 n t j ( À ) . Puisque les fonctions b¡ sont de carré integrable sur [0,27r], 
nous pouvons définir leurs coefficients de Fourier respectifs (PDkçz- Ceux-ci vérifient 

£ ? = i Hkez \Pk\2 < + ° ° - P a r conséquent, la série £ f = 1 Y.ke'Z PkTk°i converge dans L2{B) 

d 

et l'identité (22) assure que / = £ £ fi[Tk(Ti dans L2(R), ce qui achève la démonstration 

de la proposition. • 

3.3. A p p l i c a t i o n s 

Nous reprenons à présent le cadre du paragraphe 1. 

Exemple 1 : Nous généralisons l'exemple 1 du paragraphe 1. Considérons pour cela 

une ondelette <f>\ relative au cas scalaire, à savoir : 

- {Tk<t>x,k £ 2Z} est un système de Riesz. 

- <f>i vérifie <^i(A) = m 1 ( | ) < ^ 1 ( ^ ) , où rrti est une fonction 2x-périodique, de carré 

integrable sur [0 ,27r]. Nous supposons en outre que la fonction m\ est continue sur [0,27r]. 

Considérons maintenant une fonction m 2 27r-périodique, continue et posons 

*a> - ( ) 
et ¿,(A) = m 2 (¿ )Á( | ) . 

P r o p o s i t i o n 3.5. Si pour tout réel X, les vecteurs A(X) et A(X + 7r) sont linéairement 

indépendants dans C 2 , alors le système {Tk<f>i,i = 1 ,2 , k G Zfi} est un système de Riesz. 

R e m a r q u e : 

1. Avec les notations habituelles, la fonction vectorielle V vérifie (5) avec 

Notons que Ker H(X)* est le sous-espace orthogonal à A(X) dans C 2 . Par conséquent 

la condition de la proposition est équivalente Ker H(X)* f )Ker H(X + 7r)* = { 0 } , ce 

qui s'écrit encore # ( A ) i / ( À ) * + # ( A + 7 r ) # ( À + 7 r ) * > 0 (au sens de la relation d'ordre 

sur les matrices hermitiennes). Nous retrouverons cette identité dans le paragraphe 

suivant comme condition nécessaire à la propriété (P3) . 

17 
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2. Suivant les notations habituelles <f>2 est une fonction de l'espace V\. Cependant 

l'espace engendré par les translatés entières des fonctions <f>\ et <f>2 est à priori un 

sous-espace propre de Vi. Il coïncide avec Vi si par exemple il existe deux fonctions 

a et b 27r-périodiques et bornées, telles que V>(A) = û(A)</>i(A) + 6(A)</>2(A) où i\) est 

l'ondelette "mère" associée à <t>\. 

Démonstration de la proposition 3.5 : 

Il est clair cjue <j>2 est une fonction de carré integrable sur M. Puisque l'on a 

V(X) = <^i(- |)A(~), la série matricielle 0 associée aux fonctions </>i,</>2 s'écrit 

*(A) = £ \fiè + k*)\2Âè + k*)Âà + k*y 
kçZ L ¿ ¿ 

d'où, en sommant sur les entiers pairs, puis sur les entiers impairs, 

o u 7 ( A ) = £ * e ; d ¿ i ( A + 2fc7r)|2. 

Par hypothèse et d'après la proposition 3 .1 , 7 vérifie (12) (avec d — 1) . Par conséquent, 

9 vérifie à son tour (12) (avec d = 2) si il existe une constante c > 0 telle que 

i / c ? < A(A) < c l d (23) 

où A(A) = Â(X)Â(\y + Â(X + T)Â(X + TT)*. 

Lemme 3.6. Etant donnée une fonction B continue sur [0,2T], à valeurs dans l'espace 

des matrices hermitiennes, les fonctions fi et v définies par 

/x(A) = sup {B(X)x, x) 
№ = 1 

et 
u(X)= inf (B(X)x,x) 

I f I | 2 = I 

sont continues sur [0,27r]. 

Admettons pour le moment ce lemme et notons encore fi et v les fonctions du lemme 
ci-dessus associées à la fonction A —» A ( A ) . La double inégalité (23) est équivalente à 

- < " ( A ) < / i ( A ) < c, A g [ 0 , 2 T T ] . (24) 

18 
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Or, d'après le lemme 3.6, les fonctions fi et v sont continues, ce qui prouve la dernière 
inégalité de (24) . Pour prouver la première inégalité de (24) , il suffit de démontrer que TJ 
ne s'annule pas sur [0,27r], c'est-à-dire que Ker A ( A ) = { 0 } pour chaque réel A G [0,27r], 
ce qui est évident grâce à l'hypothèse de la proposition. 

Démontrons à présent le lemme 3.6. D'après la théorie des matrices hermitiennes, 

nous savons que | ¿ ? ( A ) | 2 = max( |¿/(A)| , | i / (A) | ) . Posons c = sup A € [ 0 2 7 r j | 5 ( A ) | 2 + 1 (c est 

défini car A - > | J 5 ( A ) | 2 est continue sur [0 ,27r]) , puis, T(X) = B(X) + cid, X G [0,2?r] . 

Les fonctions //' et v1 du lemme relatives à la fonction A —* T ( A ) vérifient fi'(X) = 

/z(A) + c et T)'(X) = T](X) + c, d'où en particulier, i / (A) > 1. T ( A ) est donc une matrice 

hermitienne, positive et non dégénérée, de sorte que fi'(X) = | T ( A ) | 2 et T / ' ( A ) = ^ ( A ) " 1 ^ 1 . 

Les applications A —» T(X) et A —» T(A)"" 1 étant continues, nous en déduisons que les 

fonctions fi e t r¡ sont continues sur [0,27r]. • 

Exemple 2 : Fonctions splines 

Nous reprenons ici la définition des espaces de fonctions splines présentée dans [14]. 

Pour tout entier r > 0, nous désignerons par V0 (sous-entendu V0(r)) le sous-espace de 

IL2(M) constitué des fonctions de classe CT~l sur JR dont la restriction à chaque intervalle 

[fc, k + 1] (k G 2Z) coïncide avec un polynôme de degré < r. Evidemment si r = 0, nous 

ne tenons pas compte de la condition de régularité. Notons x I a fonction indicatrice de 

l'intervalle [0,1] et rappelons que la famille composée des translatés entières de la fonction 

g = x * • • • * X ( r + l f ° i s ) forme une base de Riesz de V0 et plus précisément une base 

orthonormée si r = 0. Nous obtenons ainsi pour r = 1 : g(x) = (1 + x)l[-i#](x) + (1 — 

x)l[o , i](x). Notons que g(n) = ¿>0,n (n G Z), de sorte que toute fonction dans Vo s'écrit 

f(x) = Ylkez f(k)g(x — &), cette série étant, pour x fixé, une somme finie. Y . Meyer 

généralise ce résultat dans [14], à savoir : si r est impair, alors il existe une fonction h 

dans Vo vérifiant 

h(n) = ¿ 0 ,n , VneZ (25) 

et telle que ses translatées entières forment une base de Riesz de V0. h est appelée spline 

Lagrangien et toute fonction dans V0 vérifie / ( x ) = Y,kez f(k)h(x — k) (on dit aussi que 

h est une ondelette interpolante [4]). En revanche, si r est pair, il n'existe pas de spline 

Lagrangien. Sans entrer dans les détails de la démonstration rappelons que la condition 

(25) est équivalente (du moins quand h est integrable sur M) à a(X) = Ylkez /*(A + 27r) = 1 

(il suffit pour cela d'utiliser l'identité a(X) = J2nez h(n)etXn). Puisque h(X) = rn(A)£(A) 
où m G i L 2 ( 0 , 2 7 r ) , nous en concluons qu'il existe un spline Lagrangien dans Vo si et 

seulement si la fonction 7 ( A ) = Yikezdi^ + 2Ar7r) ne s'annule pas sur [0,27r], auquel cas 

^(A) = ( 7 ( A ) ) ~ 1 5 ' ( A ) . Y . Meyer prouve que cette dernière propriété n'est vérifiée que 

quand r est impair. La fonction g correspondante étant à support compact, 7 est un 

polynôme trigonométrique. Mais alors la fonction A —> ^ ( A ) ) " " 1 n'est pas un polynôme 

trigonométrique et la fonction h n'est plus à support compact (excepté pour r = 1 où 7 = 

1 ) . Ainsi si r = 3, la fonction h est à décroissance exponentielle. Notons que la définition 

d'une base de Riesz appliquée au système {Tkg, k G Z} exprime (pour r impair) que 

l'opérateur d'échantillonnage S0 : / - » {f{k))ke% définit un isomorphisme de V0 dans 
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£2(Z) et le spline Lagrangien n'est autre que l'image réciproque par S0 de S0. Nous nous 

proposons de démontrer un résultat analogue (cette fois pour r ^ 0 quelconque), mais à 

partir de l'opérateur 

U:E -> S 

f - (Af(k))kez 

où, E est l'espace des fonctions de classe C r~* sur JR dont la restriction à chaque intervalle 

[•Tî^jr] G 2Z) coïncide avec un polynôme de degré < r et 5 , l'espace des suites de 

vecteurs de JRr'. Nous désignons par Eo l'intersection de E avec JL2(JR). 

P r o p o s i t i o n 3.7. Soit r un entier positif non nul quelconque. Il existe dans E une 

unique famille de r fonctions <^0, • • •, <£r-i vérifiant A ^ t ( n ) = <$ 0 , n£ P o u r chaque entier 

i = 0 , . . . , r — 1 (n G 2Z). Ces fonctions sont à support compact inclus dans [—1,1] et la 

famille {Tk<f>i, i = 0 , . . . , r — 1; k G 2Z} forme une base de Riesz de EQ. 

Démonstration : Nous allons prouver que l'opérateur U défini ci-dessus est une bijec-

tion de E dans S. Nous devons pour cela montrer qu'étant donnés deux vecteurs A(n) 

et A(n + 1) dans J R r , il existe une unique fonction / de classe CT"X sur [n,n + 1] dont 

la restriction à chaque intervalle ^ , ^ pour k = n r , . . . , (n + l ) r — 1 coïncide avec un 

polynôme de degré < r , et vérifiant 

Af(£) = Â{£), £ = n, n + 1. (26) 

D suffit évidemment de prouver cette propriété pour n = 0. Pour fixer les idées, désignons 

par F l'espace des fonctions de E restreintes à [0,1]. Un résultat classique d'interpolation 

(cf. par exemple [16]) assure que toute fonction / dans F s'écrit de manière unique 

f(t) = J:ait
i + Zci(t--)l 

*=0 t=l r 

où, 
, t v / (t — a) si t > a 
(t - a )+ = n v y 0 sinon. 

Les équations fournies par (26) avec ici £ = 0,1 forment un système linéaire de 2r équations 

à 2r inconnues à savoir a0,..., a r , c i , . . . , c^-i- Il suffit de prouver que la solution nulle 

est l'unique solution de l'équation homogène associée qui s'écrit 

a%: = 0, i = 0 , . . . , r — 1 

« n + D — ) w c , - = o 
t=i n 

20 
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Il reste finalement à résoudre un système linéaire de r équations à r inconnues ( a n , C i , . . . , c r _ i ) 
et l'on conclut facilement car le déterminant associé à ce système est un déterminant de 
Vandermonde non nul. Par conséquent U est bijective et les fonctions fa de la propostion 
sont définies de manière unique respectivement comme image réciproque par U des suites 
So t{. Par construction (ou encore voir remarque 1. ci-dessous), le support de chaque 
fonction fa coïncide avec l'intervalle [—1,1], et toute fonction dans E s'écrit de manière 
unique 

/(*) = E E / f a W i ( * - * ) (27) 
j = o kez 

(pour x fixé, cette série est en fait une somme finie). 

Cette identité appliquée aux r fonctions x —> fa(f) (qui appartiennent de manière 
évidente à E) entraîne l'identité vectorielle 

v(-)= E h(k)v(x-k), 

où l'on a posé 

/ <t>0 \ 

V = : 

et 

\ T / t,i=0,...,r-l 

Par passage à la transformée de Fourier, cette identité devient 

V(A) = #(VÀ, r r 
où 

#(A) = ; E e™h{k). 

Notons par ailleurs que Eq = Dr Vo, où Drf(x) = f(rx). Nous disposons par conséquent 

d'une base de Riesz naturelle dans E0, à savoir {rll2g(r • —k), k 6 2Z} où la fonctions g 

est la convolée (r + 1) fois de x- Du fait que les fonctions x g(rx — k) appartiennent 

à E (évident) et sont à support compact, il existe d'après (27) un entier N telle que l'on 

ait, pour tout réel x 

g(rx -k) = 'fy E gW(rn - h)^(x - k). 

Nous en déduisons que la famille composée des translatés entières des r fonctions <f>{ est 

totale dans E0. Il reste à prouver que cette famille forme un système de Riesz. Désignons 

par 6 la série matricielle associée aux fonctions <£o, • • •, <£r-i- La décomposition de chaque 
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fonction fa dans la base {rxl2g{r • —fc), k £ 2Z} assure (par passage à la transformée de 

Fourier) l'existence de r polynômes trigonométriques ra0,... , m r - i tels que 

A ( m ° ^ ) \ 

V(X) = g(-) : (28) 

\ m r ( £ ) / 

r r 

D'où, 

, ( A ) = £ | ^ ( A ± 2 ^ ) | M l ^ ± ^ ) A ( A ± ^ r , 
*1i r r r 

soit, en sommant séparément sur les entiers de la forme £r,£r + 1 , . . . , £r + £ — 1, 

0(A) = X>(—:—)^(—:—M(—:—)l % 

où est la série scalaire associée à la fonction g. Puisque /i vérifie la double inégalité (12) 

(avec d = 1) , nous déduisons de ce qui précède que 

Ker^ (A )=n^(A±^)^ (29) 

où (A(X))± est l'espace orthogonal dans C r au vecteur A(\). 

Inversement, puisque g appartient à EQ et est à support compact, il existe r polynômes 

trigonométriques a 0 , . . . , a r - i tels que 

$ ( A ) = X > ( A ) A ( A ) 

(utiliser (27) et la transformée de Fourier). Finalement (28) devient 

V(X) = : V(-) 

\ mr-1($)a0(î)'--mr-1(î)ar-ï($) ) 

X - A 

r r 

et par unicité de la décomposition (27) , nous en déduisons que H = G. Or il est clair 

que ImG(À) = C A(A), d'où Ker i ï (À)* = (A(X))±. En outre, nous obtenons grâce à un 

calcul évident 

5>(A + 2£) = - E Wëe^W) 
/ = 0 r r J t=- (r - l ) v = o / 

= d i a g ( l , r - 1 , . . . , r - ( ' - 1 ) ) . 
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Concluons à présent en posant /¿(A) = sup (0(A)x,x) et z/(A) = inf (0(A)x,x) . Nous 
||f||2 = l Pll2=l 

verrons dans le paragraphe suivant que 6 est un polynôme trigonométrique à coefficients 

dans «M(r, C ) (résulte de la propriété de support des fonctions <f>i et de la formule som-

matoire de Poisson). 0 est en particulier une fonction continue et d'après le lemme 3.6, 

les fonctions fi et v sont continues. Utilisant (29) et ce qui précède, nous concluons que 

Ker0(A) = { 0 } , d'où i/(A) > 0,VÀ G [0,2TT]. Grâce à un argument de continuité, 9 vérifie 

la double inégalité (12) . • 

Remarques 

1. Les fonctions fo,..., <f>r-i de la proposition sont appelée fonctions principales de EQ. 

Pour les calculer, il suffit de déterminer les r éléments p 0 , • • • >Pr-i de l'ensemble F 

(cf démonstration) vérifiant Ap t (0) = é¡ et Ap,-(1) = 0 pour i = 0 , . . . , r — 1. Les 

fonctions principales sont alors définies par 

<f>i(x) = P.'(s)l[o,i](s) + ( - l ) > » ( - * ) l [ - i , o ] ( z ) , i = 0 , . . . , r - 1. 

- si r = l^p0(x) = 1 — x et l'espace E 0 coïncide avec l'espace V0 des splines linéaires. 

- si r = 2, alors 

p0(x) = ( l - 2 x 2 ) l N ] ( x ) + 2(x- l ) 2 l [ i > 1 ] (x) 
3 1 

Pl(x) = x ( l - - x ) l [ 0 > i ] ( a : ) + - ( x - l ) 2 l [ i a ] ( x ) . 

- Si r = 3, nous obtenons 

p0(x) = ( _ ^ 3 + l ) l [ 0 ) i ] ( x ) + ( 9 ( x - ^ ) 3 - ^ ( x - | ) 2 - ^ ( x - i ) + ^ l [ i i f ] ( x ) 

- f ( * - l ) 3 l [ § , i ] ( z ) 

Pl(x) = (-3x3 + x ) l N ] ( x ) + (|(x -

2. D'après la définition d'une base de Riesz, l'opérateur 

définit un isomorphisme de E0 dans (t2(Z))R. 
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3. Si r est un entier impair (r > 3) , nous disposons de deux bases d'interpolation dans 
E0, à savoir celle de la proposition et { r 1 / 2 / i ( r • - f c ) , к G 2Z} où h est le spline 

Lagrangien de l'espace Vo correspondant. Si nous posons pour £ = 0 , . . . , r — 1 

h¿(x) = rll2h(rx — t), alors la famille ci-dessus s'écrit {/i¿(- —fc),¿ = 0 , . . . , r — 1 ; £ 

2Z} et pour toute fonction dans Eo, nous avons le choix entre la formule (27) et 

/(*) = E E /(- - *M* - *)• (3°) 

Il est difficile de comparer les formules (30) et (27) car la première repose sur la 

donnée de / sur le réseau j - 7Z, tandis que la seconde nécessite la connaissance 

de / , . . . , / ( r ~ ^ cette fois sur le réseau 7L. Notons cependant que les fonctions 

principales ф{ sont à support compact, ce qui n'est pas le cas (cf. ci-dessus) des 
fonctions h{. 

4. Opérateur P# 

Rappelons que si ф est une fonction de carré intégrable sur JR vérifiant ( 2 ) , alors la série 
scalaire в associée est invariante sous l'action de l'opérateur défini sur sur l'espace des 
fonctions 27r-périodiques à valeurs complexes par (cf. [2], [3], [5]) 

Pnf(X) = | # ф | 2 / ф + \H{\ + x ) | a / ( | + x). 

Ainsi pour faire apparaître de façon naturelle l'opérateur P # associé cette fois à une fonc­
tion matricielle H 27r-périodique, commençons par supposer que les fonctions фъ..., $¿ 

solutions de (5) sont de carré intégrable sur M. Nous reprenons les notations du para­

graphe 1 concernant la fonction matricielle V et nous désignons par в la série matricielle 
associée aux fonctions ф\,..., ф^. Nous obtenons alors 

= S + 2 Ь г ) + 2 Ь г Г 

= E H è + **)vè + bctfè + к*уне + k*)\ 
kez ¿ & ¿ ¿ 

Découpant la somme ci-dessus suivant la somme sur les indices pairs, puis celle sur les 

indices impairs, nous obtenons (H étant 27r-périodique) 

* ( A ) = Щ^ефн^У + H{\ + х ж | + х ) Я ( | + x ) \ (31) 

4.1. Déf in i t ions 

Nous noterons M¿ l'espace des fonctions matricielles 27r-périodiques à valeurs dans M(d, С ) . 
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- Soit H une fonction matricielle 27r-périodique. Nous désignerons par PH l'opérateur 

défini sur Md par 

P„F(X) = H(±)F(±)H(±y + H{± + + * ) f f ( | + * ) \ 

Si H est continue alors PH opère aussi sur l'ensemble C¿ des fonctions continues, 2K-

périodique, à valeurs dans Ai (á, C ) . 

- Si pour tout réel À, F(X) est une matrice hermitienne, positive, alors la fonction 

PfjF vérifie cette même propriété (évident). Nous dirons pour exprimer ceci que PH est 

un opérateur positif. 

Nous venons de voir que si les solutions < ¿ i , . . . , <j>¿ de (5) sont de carré integrable sur 

JR, alors la fonction 0 associée est P//-invariante. Nous montrerons dans le paragraphe 5.1 

qu'inversement, si PH possède une fonction matricielle F P/j-invariante, telle que F(X) 

soit hermitienne positive pour tout réel À et non dégénérée pour À = 0, alors les fonctions 

<j>i,..., <f>¿ sont de carré integrable sur M. 

4.2. Applications : Conditions nécessaires relatives à (P3). 

Soit H une fonciton matricielle continue et 27r-périodique. Nous supposons dans ce para­

graphe que les solutions <f>u ..., <f>d de (5) sont de carré integrable sur M et que la famille 

{Tk<¡>i, i = 1 , . . . , à, k G 2Z} forme un système de Riesz. Nous notons 0 la série matricielle 

associée et rappelons que celle-ci vérifie (12) . 

Lemme 4.1. Il existe une constante D > 0 telle que Von ait, pour tout réel À, 

H(X)H(\y + H(X + TT)H(X + <*)* > DU. (32) 

Preuve : La fonction 0 vérifie pour presque tout réel À, et tout vecteur x de C d , 

(0(A)x, x) > --||a:|| 2 (cf. proposition 3.1). 
c 

d'où, grâce à (31) 

(t^m^rz H{±ys) + (*(| + *)H{± + H(\ + *ys) > -c\\x\\l 

d'où, pour presque tout réel A et tout vecteur x de C d , | |J7(À)*x||^ + ||.£f(À + ir)*x\\l > 
- | | x | | 2 . Posons maintenant : 

/ i ( A ) = inf ( T ( A ) f , x ) , 

où T(A) = H(X)H(X)M + H(X + TT)H(X + 7 r ) * . NOUS savons qu'on a pour presque tout 

réel A, fi(X) > K La fonction H étant continue, nous déduisons du lemme 3.6. que \i est 

continue, de sorte que cette dernière inégalité est vérifiée pour tout réel A. • 
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Lemme 4.2. Supposons que H(0) = d i a g ( l , / i 2 , . . . ,/id) avec < 1 o« m = 1, et que 

les fonctions <t>\,...<i<j>d soient données par (6) avec x = eî. 

Alors, si les matrices 0(0) et 0(7r) sont non dégénérées, on a 

= o (33) 

&(2far) = ¿0,*, k e z (34) 

et pour chaque entier i = 2 , . . . , d, 

0, (35) 

Mi ^ I- (36) 

Notons que sous les hypothèses de ce lemme, on a V{0) = e~ï et que la propriété (34) 

entraîne 0(O)é{ = e\. 

Preuve : L'identité (31) appliquée avec À = 0 entraîne 

(*(0)5i,ëi) = m m v m m ^ i ) + №)tf(x)fr(xrgi,ëi) 
d'où, puisque # ( 0 ) * ^ = e u {O^H^Ye^H^Yei) = 0, soit fT(7r)*ci = 0 car 0(?r) est 

non dégénérée. 

Pour k G 2Z, k ^ 0, posons 2A: = 2 P ( 2 ^ + 1 ) (p > 1,1 G 2£) . L'équation fonctionnelle 
(5) entraîne que V(2kx) = ( / / r (0)) p - 1 / f (7r )V r ( (2^ + 1)TT), ce qui grâce à (33) assure (34) . 

Supposons maintenant qu'il existe i G { 2 , t e l que /xt = 1. Le raisonnement 
effectué au début de la démonstration s'applique au vecteur e t , de sorte que i/(7r)*e t = 0. 
Nous allons prouver que cette dernière propriété ne peut être vérifiée, ce qui prouvera 
à la fois (35)et (36) . Supposons donc que H^yëi = 0 avec i G { 2 , . . . , d } . Alors, le 
raisonnement ci-dessus appliqué à l'indice i assure que <£ t(2&7r) = 0 pour tout entier k 
non nul. Puisque par construction on a </>i(0) = 0, nous en déduisons finalement que la 
i-ème colonne de 0(0) est nulle, ce qui contredit l'hypothèse. • 

4.3. Cas particulier où H est un polynôme trigonométrique 

Posons 

#(A) = ][y A */i(fc) , 
k=P 

ou la famille {h(k), k = p , . . . , q } est une famille quelconque d'éléments de M(d,C ) . 

L'entier égal à max(|p| , | ç | ) est applelé degré de H. Considérons l'espace Ed des polynômes 
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trigonométriques à coefficients dans M(d, C ) . Tout élément F de E¿ peut être décomposé 
comme suit : 

F(X) = Y^¿2kXM(2k) + eiXY,¿2kXM(2k + \) 

k k 

= F0(2X) + eiXF1(2X) 

En particulier H s'écrit H(X) = H0(2X) + eiXHx(2X) et un calcul évident montre que 

PHF(X) = 2[H0(X)F0(X)H0(X) + Ho(X)Fl(X)H1(Xy 

+ H1(X)F0(X)H1(Xy + eixH1(X)F1(X)Ho(\y]. 

Par conséquent, PJJ opère sur E¿. 

De même, posons N = 9 — p et définissons le JR-espace vectoriel des éléments 

F de 2?d, de degré < N et tel que, pour tout réel A, la matrice F(X) soit hermitienne. 
TV 

Autrement dit, F G £ ^ si F(A) = £ eiXkM(k) où les éléments M(fc) de M{d,C ) 

vérifient M(—fc) = M(k)* pour chaque entier k = — A T , . . . , JV. 

Il est clair que P// opère aussi sur Ef¡. 

Remarques. 

1. Si les coefficients de H sont des éléments de M(d, iR), alors P// opère sur les deux 

espaces équivalents à E¿ et E¿ mais où cette fois les coefficients des polynômes 

trigonométriques sont pris dans M(d, M). 

2. Si les solutions ^ 1 , . . . , <f>d de l'équation (4) sont des fonctions de carré integrable sur 
Í 2 , alors elles sont à support compact (cf. paragraphe 2 ) . Nous allons en déduire 
que la série de Fourier de la fonciton 0 associée à </>i,..., <£¿ est élément de E¿. La 
formule sommatoire de Poisson entraîne que 

53 ii(X + 2k*) = £ (à,7%-)e i A * PP. 
kez kez 

Or, d'après le paragraphe 2, supp <f>ic\p,q], d'où, ( ¿ ¿ , 2 % ) = 0 quand |jfe| > N, 

ce qui entraîne deg0 = N — 1. Par ailleurs, nous savons que 0(À) est une matrice 

hermitienne positive. En fait, un lemme plus précis établi dans [14] permet de 

démontrer que la fonction 0 est continue, de sorte qu'elle coïncide avec sa série de 

Fourier. 

3. Plaçons-nous dans le cas scalaire (d = 1). La propriété (33) s'écrit H(7r) = 0. Nous 

allons montrer que cette condition, adjointe à H(0) = 1, entraîne que 1 est valeur 

propre de Pu (ceci sans aucune autre hypothèse sur le polynôme trigonométrique H). 

En effet, pour des raisons explicitées ci-dessus, P # laisse invariant l'espace EN des 

polynômes trigonométriques de degré N. Considérons la base {elk\ k = — J V , . . . , N } 

de EN et la matrice P de PH/EN écrite dans cette base. Notons (pk¿)k¿=-N9...,N 
N 

les coefficients de P. Alors, pour i G { - A ^ , . . . , A r } , on a PH(e
u')(0) = £ p i y i . 

k=-N 
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D'autre part, les conditions H(0) = 1 et H{ir) = 1 entraînent P / / / ( 0 ) = / ( 0 ) , d'où 

en particulier Pn(ea')(0) = 1. Ainsi, la somme des coefficients de chaque colonne de 

P vaut 1, ce qui s'exprime encore par 

/ 1 \ / 1 \ 

On en déduit que 1 est valeur propre de FP, donc de P et finalement de PH . Ce raison­

nement se généralise au cadre matricielle si la matrice H(n) est nulle. Cependant, 

cette hypothèse est en contradiction avec la propriété (35) , donc avec la propriété 

(P3 ) . 

4.4. E t u d e des opé ra t i ons A — • | e t A - » | + 7r 

Nous reprenons ici des notions étudiées dans [5]. Considérons pour cela les deux appli­

cations définies sur [ 0 , 2 7 r [ par T^A = ^ + kir pour k = 0 , 1 . Pour tout réel x, nous 

notons {x} l'unique élément de [ 0 , 2 7 r [ vérifiant {x} = x mod ( 2 7 r ) . Notons qu'on a 

T0x = {Tix + 7r} et T\x = {T0x + T T } . 

Nous nous proposons de déterminer pour chaque entier m G IV* les sous-ensembles 

Zm de [0,27r[ définis de la façon suivante : 

À ç Z m s'il existe 6 X , . . . , 6P G { T 0 , 7 \ } avec p < m tel que Si... SPX = À. 

Si A G Zm — Z m _ i , nous dirons que A est un cycle d'ordre m. Dans ce cas, il existe par 

définition m éléments Si,...,Sm dans {TQ,7\} tels que Si...SmX = A et la propriété 2 du 

lemme ci-dessous prouve l'unicité de la famille {Si,... ,Sm}. Nous pouvons par conséquent 

définir l'ensemble 

C(A) = {Si... £*A, A: = 1 , . . . , m } . 

C(A) est en quelque sorte l'ensemble des éléments se trouvant sur le chemin allant de A à 
A. 

Enfin pour tout réel A de [0,27r[, nous définissons l'ensemble 

0x = {Si...sn\, n>i, Sie{T0,Ti}, i = i,...,n}. 

Nous énonçons maintenant quelques propriétés que nous utiliserons dans le paragraphe 

suivant. 

L e m m e 4.3. 

1. Zi = { 0 } et pour m>2, 

Z - = Û { 2 ^ I ^ = 0 , 1 , . . . , 2 ^ 2 } 
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2. Soit Z = (J Zm. Alors, \ e Z = ï { \ + 7r}£Z 

m>l 

S. Si \$: Z> alors pour tout élément x dans OA, il existe un unique entier n > 1 et une 
et une seule famille Si,..., Sn d'éléments de { T 0 , 7 i } tels que Si... SnX = x. 

Preuve : 

1. Soit A G [0,27r]. La décomposition dyadique de ^ assure l'existence d'une suite 

(^k)k>i d'éléments de { 0 , 1 } telle que 

JfcM L 

Si nous notons cette décomposition À = 2ir • (A l 5 A 2 , . . . ) » alors 

T 0A = 2 7 r . ( 0 , A 1 , A 2 , . . . ) 

r 1A = 2 7 r - ( l , A 1 , A 2 , . . . ) 

Supposons maintenant que A G Zm. Par définition, il existe un entier p < m et p 

éléments Si,..., Sp de {To, 7 \ } tels que Si... SPX = A. Il est clair que cette propriété 

est équivalente à la suivante : A* = A*/ chaque fois que k = k' mod(p) (avec 

Sk = T\k,k = l , . . . , m ) . Ainsi, À 6 Z m si et seulement si il existe p < m et 

. • . , <*P € { 0 , 1 } tel que V± = E L i 2 ^ * ^ + soit, A = _ L - a v e c fc = 

0 , . . . , 2 p - 2 . 

2. Soit A G D'après ce qui précède, nous pouvons écrire A = avec p > 2 et 

/: G { 0 , 1 , . . . , 2 P — 2 } . Procédons par l'absurde et supposons que {A + 7r} G 

Si A G [0,7r[, alors {A + 7r} = A + 7r, de sorte que A + TT = avec ç > 2 et 

/ = { 0 , 1 , . . . ,2« - 2 } , d'où, J * £ + x = J ù j , soit encore, (2« - 1)[2(* + 2 ' - 1 ) - 1] = 

2^(2 P — 1). Or, ces deux entiers ne peuvent être égaux, puisque le premier est impair 

tandis que le second est pair. On raisonne de la même façon si A G [fl",27r[ car dans 

ce cas {A + 7 r } = A — 7T. 

3. Soit maintenant A ^ Z et x G 0>. Supposons que l'on ait 

x = &i... <7nA 

et 

x = Si... £fcA 

avec cr t ,£ t G { ï o , 7 i } et A: < n. Désignons par A l'opérateur défini sur [0,27r] par 

Ay = 2y mod 27r. 

Notons que AT0y = ATij / = y. Ceci étant posé, nous obtenons 

Tk(Ti... a n A = T*<5i . . . Sk\, 

soit ( j j t + i . . . crnX = A, d'où À 6 Z , ce qui est impossible par hypothèse. Il reste 

à démontrer que toute égalité Si---Sn\ = ai---an\ entraîne que Si = a, pour 

t = , . . . ,n . Cette propriété est immédiate si n = 1 et on conclut par récurrence sur 

l'entier n. Le lemme est ainsi démontré. 
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5. Etude des propriétés (P2) et (P3) dans le cas ou H est un 
polynôme trigonométrique 

Nous abordons à présent l'étude des propriétés (P2) et (P3) énoncées dans l'introduction 

dans le cas où la fonction matricielle H considérée est un polynôme trigonométrique à 

coefficients dans M(d, C ) . Pour fixer les idées, nous posons 

H{\) = J2 eiXkHk), h{k) 6 M(d, C ) 

et N = q — p . 

Nous reprenons les notations et définitions du paragraphe 4 concernant l'opérateur 

PH et l'espace . Nous posons v = dimE^ et notons P la matrice relative à une base 

donnée (à priori quelconque) dans E% de l'opérateur PH restreint à E%. Dans la suite 

nous identifierons de manière canonique les espaces Ejf et JR4", à savoir par l'isomorphisme 

E% - » R» 

F - F , 

où les coordonnées de F dans la base canonique de JRU sont exactement ceux de F dans 
la base de choisie ci-dessus. Enfin, nous noterons / l'élément de Ej identiquement 
égal à Id. 

5.1. Solutions de l'équation (5) dans L2(M) 

Nous supposons dans ce paragraphe qu'il existe un élément M dans GL(d, C ) telle que 

M " 1 i f ( 0 ) M = d i a g ( l , / / 2 , . . . , ^ d ) avec |/x t | < 1 pour i = 2 , . . . , d (37) 

et 

H(7r){M-lyê{ = d. (38) 

Nous considérons ici les solutions de (5) données par (6) avec x = Afeî. 

Théorème 5.1. S'il existe une norme || • || sur M" telle que 

\P\ = sup | | Px | | < 1, (39) 
11*11=1 

30 



3 1 

A A 

alors les fonctions fa,..., fa sont de carré integrable sur 2R. 

Nous allons montrer que la propriété (39) adjointe aux hypothèses (37) et (38) entraîne 

que 1 est valeur propre de l'opérateur P # . Par conséquent (39) s'écrit encore | P | = 1. 

Notons par ailleurs que (39) est équivalente à la propriété suivante. 

Les valeurs propres de P sont en module inférieures ou (40) 

égales à 1 et toute valeur propre a de module 1 vérifie 

K e r ( P - ald) = K e r ( P - ald)2. 

Evidemment dans la pratique ce critère est plus intéressant que (39) . L'équivalence ci-

dessus découle d'un lemme classique d'algèbre linéaire. 

Remarques : 

1. D'après l'identité de Plancherel et le paragraphe 2, les fonctions fa définies pour 

i = 1 , . . . , d comme transformées de Fourier inverses des fonctions fa sont de carré 

integrable et à support compact contenu dans [p, q]. 

2. Si H vérifie 

H(X)H(\y + H(X + *)H(\ + TT) * < Id, VA 6 [ - 7 T , TT] (41) 

alors la matrice P vérifie (39). En effet si nous posons | | P | |oo = S U P a € [ - * , I T ] I ^ M h » 

alors il est clair que || • est une norme sur E ¿ et pour tout vecteur x dans C D , 

nous obtenons 

(PHF(\)x,x) = (F(±)H(±yS,H(±y£) 

+ {F(± + *)H(± + *yx,H(± + *yx) 

d'où, grâce à (41) 

(PHF(X)S^ < \\F\U x \\S\\l 
ce qui s'écrit encore | |P/f F||oo < H ^ l l o o - En utilisant l'identification établie précédemment, 

nous posons | |P | | = | | P | |oo P°ur tout élément P de C i / . La propriété (39) est vérifiée 

avec II • ||. 

Démonstration du théorème 5.1. Considérons la fonction matricielle G définie 

par 
G(X) = M~LH(X)M 

et notons PQ l'opérateur du paragraphe 4 associé à G. Pour tout élément F dans E ¿ ¡ 

nous obtenons facilement 

P G P ( A ) = M-'PHÍMF M'KXKM-1)*. 
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Soit II • | | 3 la norme sur E$ définie par | | F | | 3 = où l'on a posé 

F'(\) = MF(\)M* (la norme || • || est celle pour laquelle la propriété (39) est vérifiée). 

Ceci étant posé, nous obtenons 

| | P 0 F | | 3 = \\MPGFM*\\ 

= \\PH(MFM*)\\ 

d'où, 

\\PaFh <\\MFM'\\ = \\F\\3. 

Si nous désignons par Q la matrice dans la base de E¿ (choisie au départ) de la restriction 

de PQ à l'espace E¿¡ alors nous concluons que Q vérifie (39) avec || • | | 3 . 

Posons à présent (cf notation du paragraphe 2) 

/ âi{\) \ 
X(\) = : = Goo(A)eî = M ' ^ A ) . 

\ àd(X) ) 

D est clair qu'il suffit de montrer que les fonctions â\,..., o¿ sont de carré integrable sur 
M. La démonstration est basée sur les deux lemmes suivants. 

Lemme 5.2. V F € C d ,Vn > 1, 

f P^F(X)dX = C Un(X)F(^)Un(XYdX 

OÙ 

n,(A) = 

Lemme 5.3. Il existe un élément Fo dans E¿ vérifiant Fo(0)é[ = é[, PGFO = F0, et 

telle que Fo(X) soit une matrice hermitienne positive pour tout réel A. 

Admettons dans un premier temps ces deux lemmes. Le lemme 5.2 appliqué avec la 

fonction F0 du lemme 5.3 assure qu'on a pour i = 1, . . . , < / et tout entier n > 1 

/ 2 n "(n n (A)F 0 (¿)n ; (A)¿; ,e-Í) = r (F0(X)eu£)dX. 

D'où, d'après le lemme de Fat ou, 

/ {Goo(A)Fo(0)Goo(Ar¿;- ,é;>rfA<c¡, 
JR 

où Goo(A) = Hm n ^oo I I n (A) . Par hypothèse on a /¿¿ ^ 1 pour j = 2 , . . . , d, de sorte que 
(cf. lemme 2 .1) , 

Goo(A)*¿: = a ¿ (A)éÍ, Vi' = l , . . . , d . 

Il en résulte que 

/ |<^A)| 2 (Fo (0 )e^el)<fA<cï , 
JR 
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soit, 

/ HA)|2</A<c, 
JR 

ce qui prouve la propriété annoncée. 

Preuve du lemme 5.2. Pour toute fonction F dans C d , nous obtenons, grâce aux 
changements de variables À—• ^ et A — • • j + TT, l'identité 

j * PGF(X)d\ = 2 ^ G(A)F(A)G(A)*dA 

+ 2 / 2 G(X)F(X)G(X)*dX, 

soit encore, puisque les fonctions G, F sont 27r-périodiques, 

T PGF(X)dX = 2 [* G(X)F(X)G(XydX. 

Grâce au changement de variables A —* 2A dans l'intégrale du membre de droite, le lemme 

est prouvé pour n = 1. 

Procédons à présent par récurrence et supposons l'identité du lemme vérifiée pour un 

entier n > 1 arbitrairement donné. Grâce au changement de variables A - » 2 n A, nous 

obtenons 

f Pê+1F(\)d\ = 2 f P2(PGF)(\)d\ 
J—1T J — T 

= 2 r n n ( 2 n A ) P G F ( A ) n n ( 2 n A ) V A 

J—7T 

Grâce à l'expression de P ç F et aux changements de variables A —• -| et A —» "| + ?r, nous 
obtenons finalement 

J * P£+lF(X)dX = 2 n + 1 + ^ n » ( 2 ^ 

= 2 " + 1 T n n + 1 ( 2 ^ 1 A ) P ( A ) n n + 1 ( 2 n + 1 A ) * d A 
—7T 

et l'on conclut grâce au changement de variables 2 n + 1 A —> A. 

Preuve du lemme 5.3 D'après l'identification établie précédemment, nous définissons 

la norme || • | | j sur E% par 

\Wh = \\H* (F G E"). 

Désignons maintenant par T, l'ensemble des éléments F de Ej vérifiant F(0)é{ = é[, 

\\F\\i < et F(X) > 0, VA € [ - * , * ] . Notons que J € I \ Par ailleurs, il est clair que 

T est un convexe, fermé et borné pour la norme || • Puisque dimE^ < +00, T est 

finalement un convexe compact. De plus si F est élément de T, alors on a 

P G F ( 0 ) e î = é[ (d'après (37) e t (38) ) , 

\\PGF\U = \\QF\\3 < \\F\\3 = \\F\\U 
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PGF(X) > 0, VA e [ - 7 r , 7 r ] (cf paragraphe 4 ) . 

Autrement dit, l'opérateur PQ conserve l'ensemble T. Le théorème de Schauder-

Tychonoff (cf [8]) assure alors l'existence dans T d'un point fixe F 0 (PGF0 = F 0 ) , ce 

qui prouve le lemme. • 

R e m a r q u e Le fait que H soit un polynôme trigonométrique n'intervient que dans 

la démonstration du lemme 5.3. Mais cette hypothèse est alors fondamentale puisqu'elle 

permet de restreindre l'opérateur PH à un espace de dimension finie, ce qui assure la 

compacité du convexe T défini à l'occasion de ce lemme. Si on se place dans le cas général 

où H est une fonction matricielle quelconque de classe C a , on peut évidemment définir 

(par exemple dans C¿) l'analogue du convexe T mais la compacité de ce dernier n'est plus 

assurée à priori. En revanche, si l'on sait à l'avance que PH admet un élément F dans 

C¿ P//-invariant, vérifiant .F(0)éî = €\ et tel que F(\) soit hermitienne, positive pour 

tout réel A, alors les fonctions <j>i,..., <f>d solutions de l'équation (5) associée à H sont de 

carré integrable sur JR (ceci évidemment sous les hypothèses (37) et (38)) . Il suffit en 

effet d'appliquer le lemme 5.2 à la fonction matricielle F et de procéder comme pour le 

théorème 5.1. Nous montrerons dans le paragraphe 7 qu'une telle fonction F existe si 

on a s u p n > 1 ||P/jr^lloo < + ° ° . Cette dernière propriété est en particulier satisfaite quand 

H(\)H(\)* + H(\ + 7r)H(\ + 7r)* < Id (dans le cas d'égalité dans cette dernière condition, 

la fonction F = / convient). 

5.2. E t u d e de (P3) 

Les données concernant ce paragraphe sont les suivantes. 

- H vérifie (32) et la condition 

VA € Z2dN, A T¿ 0, 3/i G C(A) tel que det H{(i + TT) ^ 0. (42) 

- Il existe d fonctions <^i,...,<£d de carré integrable sur 1R solutions de l'équation 
fonctionnelle (5) associée à H. 

La condition (42) constitue la généralisation naturelle au cadre vectoriel des hypothèses 
du cas scalaire établies dans [1], [2], [5]. 

Nous notons 6 la série matricielle associée à . . . , <^¿. 

T h é o r è m e 5.4. Sous les conditions (32) et (42) les deux propriétés suivantes sont 

équivalentes. 

— {Tk<f>i, i = 1 , . . . , d, k € Z} est un système de Riesz (43) 

- d e t 0 ( 0 ) 5¿0 . (44) 
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D é m o n s t r a t i o n : 

Rappelons que в est élément de Ed. C'est en particulier une fonction continue. 

L'implication (43) (44) est évidente. 

Réciproquement, supposons la condition (44) vérifiée. Nous devons prouver la double 
inégalité (12) . Or le réel c 2 = sup |0(A) | 2 est fini, ce qui s'écrit encore 

А€[-*,7г] 

0(\)<C2Id, У А € [ - 7 Г , 7 Г ] . 

Soit à présent /x la fonction positive définie sur [0,27r] par 

M ( A ) = mf (в(Х)х,х). 
IF I | 2= I 

\I est une fonction continue sur [0,27r] d'après le lemme 3.6. Par conséquent, pour prouver 

la première inégalité de (12) , il suffit de montrer que la fonction fi ne s'annule pas sur 

[0,27г], ou (ce qui revient au même) que la fonction D : A —• det#(A) vérifie cette même 

propriété. Ceci va résulter du 

L e m m e 5.5. S'il existe A 6 [0,27r] tel que D{\) = 0 alors la fonction D est nulle. 

Puisque par hypothèse on a D(0) ф 0, l'implication (44)=>(43) sera finalement démontrée 
si nous prouvons le lemme. 

Preuve du lemme. Soit A G [0,27r] tel que -D(A) = 0 . Il existe donc un vecteur x non 
nul dans С d tel que (0(\)x,x) = 0 , d'où, d'après (31) , 

< * ф я ф - г , я ф * * > + (в(± + * ) я ( | + тгГх, н{\ + *)-х) = о. 

- Si Я ( | ) " х ф 0 alors D{\) = 0. 

- Si Я ( | + ж)'х ф б, alors de même D(§ + тг) = 0. 

En utilisant (32) , nous avons finalement prouvé l'implication 

f Z)(f ) = 0 
D(X) = 0^1 ou (V) 

Nous obtenons en particulier pour к = 0 ,1 (cf notation du paragraphe 4.4 : 

si det H{TkX) ф 0, alors D(X) = 0 D{TkX) = 0. (V) 

1 e r ca s : A £ Z. La propriété (V) itérée 2dN fois assure l'existence d'au moins 2dN+l 

racines distinctes de D. Mais puisque D est un polynôme trigonométrique à coefficients 

complexes de degré < 2dN, nous en déduisons que D est nulle. 
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2 è m e cas : A G Z . Si A £ Z2dN, alors il existe fi G C(X) tel que d e t # ( / i + 7г) ф О 
(sinon, A —• det # ( A ) posséderait plus de 2dN racines). De même si A G Z2dN, la propriété 

ci-dessus est vérifiée d'après (42) . Ainsi dans les deux cas, il existe au moins un entier p 

et p éléments Si,..., 6p de {T0, ï \ } tels que 

f 6г...6рХеС(Х) 
\ аеШ(61...6рХ + тг)фО. 

L'itération de la propriété (V) conduit aux deux éventualités suivantes : 

- ou bien il existe un entier £ G { 2 , . . . , p} tel que D({a}) = 0 où a = Si • • • SPX + 7Г. 
Mais alors d'après le lemme 4.3, nous savons que {a} £ Z et l'on conclut grâce au premier 

cas appliqué au réel { a } . 

- sinon, nous obtenons après p — 1 itérations de (V), D(62 • • • SPX) = 0. Mais puisque 
det Н({6г... SPX + 7г}) ф 0, nous obtenons grâce à ( P ' ) D({6i... £PA + 7r}) = 0, et nous 
concluons comme précédemment puisque {¿1 • • • <5PA + ж} (£ Z. Le lemme est ainsi prouvé. 
• 

R e m a r q u e s : 

1. Dans le cas scalaire on a 6(0) = <£(0) = 1 par construction, de sorte que la condition 
(44) est toujours vérifiée. Nous préciserons le théorème 5.4 relatif au cas scalaire 
dans le paragraphe 5.3. 

2. Plaçons-nous dans le cas d = 2 et supposons que H vérifie (37) et (38) avec M = Id. 

Rappelons que cette dernière condition entraîne (34) (cf démonstration du lemme 

4.2 . ) , de sorte que 

On en conclut que det 0(0) ф 0 si et seulement si il existe к G к ф 0, tel que 
ф2(2ктг) ф 0. 

3. Si (43) est vérifiée, alors la matrice P vérifie (39) . 

En effet, soit H(d, С ) le sous-espace de M(d, С ) formé des matrices hermitiennes 
et Ha\ 'espace des fonctions matricielles 27r-périodiques, continues et à valeurs dans 
H(d,C ) . Définissons sur l'espace Hd l'opérateur R donné par 

RF = 0-1l2PH(0ll2F0ll2)0-1'2. 

R est un opérateur positif au sens défini dans le paragraphe 4 et vérifie RI = I. 

Soit sur Hd la norme || • définie par ||-Р||оо = s u p ^ ^ \F(\)\2. \\F^ < 1 
équivaut à écrire -Id < F(X) < Id, VA G [-7г,тг], et puisque R est positif, cette 
double inégalité entraîne que -Id < RF(X) < Id, УА[-7г,7г]. Autrement dit, nous 
avons prouvé la propriété ЦЛ^Цоо < Ц^Цоо, V F G Hd. Définissons la norme - h 
sur Hd par 

ИЛЬ = I I ^ F r ^ i u 

36 



37 

Alors, on a \\PHF\U = | | « - 1 / 2 / ^ ^ - 1 / 2 | | o o = | | ^ - 1 / 2 P / / ( ^ / 2 W / 2 ) ^ - 1 / 2 | | o o où Ton 

a posé F'(\) = 0-W(\)F{X)0-W(\), d'où, | | P ^ | | i = WRF'U < J P ' | U = \\F\U. 
Si pour F G JRU nous posons | |P | | = \\F\\U alors on obtient \\PF\\ = \\PHF\\i < 

\\F\\X = | |P | | , soit la propriété (39) . 

Nous énonçons maintenant un résultat qui va préciser la dimension de Ker(id — P ) 
dans le cadre du théorème 5.4. 

Proposition 5.6. Si la fonction matricielle H vérifie la condition (42) et s'il existe 

un élément P 0 de E%, P^-invariant telle que, pour tout réel X, F0(X) soit hermitienne 

positive, non dégénérée, alors on a 

d i m K e r ( t d - P ) < d2. (45) 

Remarque En particulier sous l'hypothèse (43) , la propriété (45) est vérifiée : il suffit 

en effet de considérer Po = 0- Dans le cas scalaire, nous obtenons donc Ker(zd—P) = C 0. 

Ce résultat est essentiel. En effet, supposons que H vérifie la condition appelée "condition 

orthogonale", à savoir 

| i 7 ( A ) | 2 + | j y ( A + 7 r ) | 2 = l , VA € [ 0 , 2 4 

Cette propriété exprime que la fonction 1, identiquement égale à 1 sur [0,2TT] est P # -

invariante, ou plus précisément que 1 G Ke r (P — id). Puisqu'on a 0(0) = 1, nous en 

déduisons finalement que 0 = 1. Revenant à la définition de 0, nous en concluons, grâce 

à la formule sommatoire de Poisson, que le système (<f>k)kç2Z est orthonormé. 

Démonstration de la proposition 5.6 : 

Supposons que d i m K e r ( P — id) > <P. Alors il existe d? + 1 fonctions P i , . . . , P ^ + j 

linéairement indépendantes dans K e r ( P — id). Cependant les matrices P i ( 0 ) , . . . , Prf2+1(0) 
sont linéairement dépendantes dans M(d, C ) , à savoir : il existe un élément non nul 

(/3(h/?i, • • • ,fid?) de C d + 1 tel que ^ APt '(O) = 0. Définissons les fonctions matricielles 
t=i 

K et L par 

K(X) = ¿2 fi^) 

et 

L(X) = FÔ1,2(X)K(X)F0-
1/2(X) 

Nous allons montrer que la fonction K est nulle, ce qui évidemment contredira l'indépendance 

linéaire des éléments Fi. Nous allons pour cela utiliser un procédé analogue à celui établi 

dans la démonstration du théorème 2. Définissons l'opérateur R sur CD par 

R E(X) = F^l2{X)PH{Fl'2E F 0

1 / 2 ) ( A ) F 0 -
1 / 2 ( A ) . 

R est un opérateur positif, au sens défini dans le paragraphe 4. Les fonctions matricielles 

I et L sont invariantes par R et celui-ci s'écrit aussi 
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R E(X) = S(±)E(±)S(±T + 5 ( | + *)E{\ + T T ) 5 ( ^ + T T ) * , (46) 

avec S (A) = F 0 ~ 1 / 2 ( 2 A ) # ( A ) F 0

1 / 2 ( A ) . Puisqu'on a RI = J , la fonction S vérifie 

5 ( A ) 5 ( A ) * + S ( A + TT ) 5 ( A + TT)* = Id, VA G [0, 2TT]. (47) 

Par définition de la fonction matricielle S, l'ensemble Z(s) des zéros de la fonction 

s : A —» det S(X) est exactement l'ensemble des zéros de A —» det H(X) : Z(s) est donc 

un ensemble fini, de cardinal inférieur ou égal à 2dN. 

Soit maintenant les fonctions // et v définies sur [0,27r] par 

//(A) = sup (L(X)x, x) 

IW|2 = 1 

et 
^ ( A ) = l l J | n f i ( ^ ( A ) x , f ) 

D'après le lemme 3.6., ces deux fonctions sont continues sur [0,27r]. Il existe donc deux 

réels a et 6 dans [0,27r] tels que 

fjt(a) = sup fi(X) = M 
A€[0,2TT] 

et 

v(b) = inf i/(X) = m. 
V ' A€[0,2*] V ' 

H existe un vecteur x dans C d
 ( H & H 2 = 1) vérifiant fi(a) = (L(a)x,x) d'où, puisque 

# L = L, 

M = ( X ( | ) 5 ( ^ ) ^ sfyx) + < I ( | + T T ) 5 ( ^ + T T ) * * , 5 ( | + * ) * * ) . 

- Si £ ( § ) * £ 7^ 0 , alors l'hypothèse / z ( | ) < //(a) conduit à 

Ai(a) < A . ( a ) [ ( ( 5 ( | ) 5 ( | r + S ( § + 7 r ) S ( ^ + * ) • ) * , * ) ] 

d'où, d'après (47) , / /(a) < / / (a) , ce qui est absurde. 

- De la même manière, si 5 ( f + 7r)*x ^ 0 , alors l'hypothèse / i ( | + ir) < fi(a) entraîne 

une contradiction. 

En outre, d'après (47) , l'une des deux hypothèses ci-dessus est vérifiée. Par conséquent 

nous avons prouvé l'implication suivante : 

f M f ) = M 

H(a) = M = • < ou (V) 
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En particulier, nous obtenons pour k = 0,1 : 

Si s(Tkd) ^ 0, alors fi(a) = M entraîne ^(T^a) = M. (Vf) 

Nous allons itérer ce raisonnement en supposant dans un premier temps a ^ 0. 

1 e r cas : a £ Z. D'après la propriété 3. du lemme 4.3, il existe un entier £ > 1 tel 

que l'on ait : Vn > £, V6U..., 8n G { T 0 , Tl},61...6n a £ Z(s). Or, l'itération (£ + 1 fois) 

de la propriété (V) assure l'existence de £ + 1 éléments ¿ 1 , . . . , ¿ ¿ + 1 de { T 0 , 7 i } tels que 

fi(6i ... 8t+ia) = M. Posons À = 81... ôi+ia. D'après la remarque ci-dessus, nous obtenons 

en particulier, pour tout entier k > 0, T Q A = ^ ^ %(s)- On utilise alors la propriété ( P ' ) 
pour conclure finalement que fi(^) = /*(a), Vfc > 0, d'où, par continuité, / /(a) = //(0) = 0 

(puisque K(0) = 0 ) . 

2 è m e cas : a G Z. Si a G Z — Z2dN, il existe / i G C(a) tel que s(fi + 7r) ^ 0 (sinon, 

Z ( s ) contiendrait plus de 2dN éléments). Si a G Z2dN<> la propriété ci-dessus est encore 

vérifiée d'après (42). Ainsi dans les deux cas, il existe au moins un entier p > 1 et p 

éléments . . . , Sp de { T 0 , 7 \ } tels que 

f ^ . . . < 5 p a G C ( a ) 

On procède alors comme dans la démonstration du théorème 5.4, à savoir : 

- S'il existe £ G { 2 , . . . , p } tel que . . . 6pa + TC) = M, alors on conclut grâce au 2. 

du lemme 4.3 en se ramenant au 1er cas. 

- Sinon, la propriété (V) itérée p — 1 fois conduit à fi(82 ... 8pa) = M , et l'on conclut 

grâce au lemme 4.3 et à ( 'P ') , en se ramenant à nouveau au 1er cas (remarquer pour cela 

que {61... 8pa + 7r} est l'image par T 0 ou Ti de 82 . . . £ p a ) . 

En conclusion si a ^ 0, alors //(a) = 0 et cette égalité est évidemment vérifiée si 

a = 0. Un raisonnement du même type appliqué au réel b entraîne v(b) = 0. Les fonctions 

matricielles L et K sont donc nulles et la proposition est ainsi démontrée. • 

R e m a r q u e Sous les hypothèses de la proposition 5.6, on peut aussi démontrer le 

résultat suivant. Deux éléments G et E de E$ invariant par PH coïncident si et seulement 

si G(0) = E(0) (poser K = G — E et appliquer le raisonnement ci-dessus). 

5.3- E x e m p l e s . 

- C a s d = 1. 

On sait que la condition (42) est nécessaire à (P3) (cf. [1], [2], [5]). Nous reprenons 

la démonstration de cette propriété à l'occasion de la proposition ci-dessous qui résume 

les résultats du paragraphe précédent obtenu dans le cas scalaire. Nous utiliserons les 

notations et définitions du paragraphe précédent avec d = 1. 

P r o p o s i t i o n 5.7. Etant donné un polynôme trigonométrique scalaire H vérifiant H(0) = 
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1 et H(-K) = 0, la fonction (f> définie par (f>(\) = ĴJ H(—) est de carré intégrable sur M 

k=i ^ 

et la famille composée des translatés entières de la fonction (f> forme un système de Riesz 

si, et seulement si, H vérifie les conditions (32), (42) et la matrice P les propriétés (39) 

ou (40). 

Démonstration : Supposons vérifiée la première assertion de l'équivalence. Alors, 

H vérifie la condition (32) (cf. lemme 4.1) et P la condition (39) (cf. remarque 3 du 

paragraphe précédent). Pour prouver (42), nous procédons par l'absurde en supposant 

qu'il existe À G Z2N tel que l'on ait 

H(p + TT) = 0, V// G C(\). (48) 

Nous allons montrer que <f>(\ + 2£ir) est nul pour tout entier £, ce qui entraîne que 0(X) 

est nul et constitue par conséquent une contradiction (nous avons noté 6 la série scalaire 

associée à la fonction <f>). Le fait que H soit un polynôme trigonométrique ne joue aucun 

rôle ici. Soit £ G 2Z quelconque et posons À 0 = A + 2̂ 7r, puis À* = | £ pour tout entier 

naturel k. Commençons par remarquer qu'on a pour tout réel x, 

( M 

{ § > - ou 

En effet il existe par définition un entier p tel que f = { f } + 2p7r, d'où x = 2 { f } + 4/?7r. 

Considérant les cas { f } G [0,7r], puis { f } G [7r,27r], on prouve aisément la propriété 
ci-dessus. 

Suivant les notations du paragraphe 4.4, nous déduisons de ce qui précède qu'il existe 
une famille (£*)*>î d'éléments de { 7 o , 7 i } telle que l'on ait pour tout entier k > 1, 
{\k} = Sk • • - ^ A . 

Considérons à présent le plus petit entier k pour lequel ^r+r £ [0,27r[ et écrivons 

tfAo) = HfaX)...H(6k.-.M) II ^ 2 ^ ) -

D'après (32) et (48) , on a ou bien H(SiX) = 0 et H(6i\ + 7r) ^ 0 au quel cas <^(A0) = 0, ou 

bien H(6i\) ^ 0 et H(6iA + ir) = 0 au quel cas #iA G C(X). Dans le second cas, on réitère 

le raisonnement en remplaçant A par £iA pour en déduire qu'on a ou bien <^(A0) = 0, ou 

bien ^2^iA G C(X). L'itération de cette démarche conduit aux deux situations suivantes : 

- ou bien il existe un entier sur { 1 , . . . , k} tel que H(Sm • • • ^ A ) = 0 et on en déduit 

que <£(A0) = 0. 

- ou bien les réels ^ A , . . . , 6k • • • £iA appartiennent à C(A). Dans ce cas, on réitère 

à nouveau le raisonnement initial en remplaçant A par 6k • • - ^ A pour en déduire qu'on 

a ou bien <£(A0) = 0, ou bien € C(X) e t c . . Mais l'ensemble C(X) est fini de sorte 
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que 2MÎ7 ne peut appartenir à C(X) pour tout entier r > 1 et on en déduit qu'il existe 
nécessairement un entier r > 1 pour lequel H(-^^r) est nul. 

Ainsi, on conclut dans tous les cas de figure que <^(A0) est nul, ce qui prouve la 

propriété annoncée et achève la preuve de l'implication directe. La réciproque résulte des 

paragraphes 5.1 et 5.2. La condition (39) entraîne que <f> appartient à L2(1R) (théorème 

5.1) et nous savons qu'alors, sous les hypothèses (32) et (42) , la famille des translatés 

entières de <f> forme une base de Riesz (cf. théorème 5.4). • 

De nombreux exemples relatifs au cas d = 1 sont donnés dans [2], [6]. Nous ne 

présentons ici que des exemples classiques et simples afin d'utiliser les résultats précédents. 

Notons que l'opérateur Pu s'écrit 

PHF(\) = U(±)F{±) + V{± + *)F(± + *) 

où 

U{\) = H(\)H(X). 

A / \ 

La solution de l'équation fonctionnelle (2) est donnée par <f>(\) = J | H(-^) et les condi-

k=i 2 

tions sur H s'écrivent ici U(0) = 1 et U(n) = 0. 

Exemple 1 : H{\) = J(l + eiX). 

H vérifie les conditions (42) , (32) et (41) de sorte que la solution <j>o est de carré 

integrable et la famille {Tk<f>0, k € 2Z] un système de Riesz. Plus exactement, H vérifie 

la condition orthogonale (C/(À) + U(X + 7r) = 1). D'après la proposition 5.6, le système 

écrit ci-dessus est orthonormé. A titre indicatif, PJJ opère sur le iR-espace-vectoriel E\ 

engendré par { l , c o s } et la matrice P est donnée par 

' • ( S I ) -
Evidemment, nous pouvons retrouver tous ces résultats par un calcul direct puisqu'on a 

M A ) = ^n»»^) 
• A sin À/2 

soit, <f>o = l[o,i]. Rappelons que <f>0 est la fonction d'échelle correspondant au système de 

Haar. 

ExempleS: # ( A ) = ±(1 + e i 3 A ) . 

H vérifie (41) et plus précisément la condition orthogonale. La solution ^ est donc 
27T 57T 

de carré integrable. Par contre, H ne vérifie pas (42) . En effet, — G Z2 et H(—) = 
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H(—) = 0. On en déduit que la famille composée des translatés entières de <f> n'est pas 

une base de Riesz. Pu opère sur l'espace E2 engendré par { 1 , cos, cos 2 } et 

/ 1 0 0 \ 
P = 0 \ 1 . 

\o \ o) 

Les valeurs propres de P sont + 1 et —\ et Ker(Jd — P) est le plan de 1R 3 d'équation 

y + 2^ = 0. 

H est possible là encore d'effectuer un calcul direct, à savoir : 

soit, <f> = ^ 1 [ 0 3 ] - Il est clair qu'on a pour tout entier k, <^(-y + 2kn) = 0, de sorte que 

2TT 
0 ( — ) = 0 et on retrouve ainsi que le système {Tk<f>,k G 2Z} n'est pas un système de 

o 
Riesz. 

Exemple 3 : H(\) = ( ^ ) 2 

i / vérifie (41) , (32) et (42) , de sorte que {Tk<f>,k G Z} est un système de Riesz. La 
matrice P relative à la base donnée dans l'exemple 1 est définie par 

p = ( ! !)• 
Les valeurs propres de P sont + 1 et 

4 
A A. 

Enfin, il est clair que <^(À) = (<£0(A)) , d'où 

</>(x) = <t>o*<t>M 

= (1 + x)l[-ii0](x) + (1 - x ) l [ 0 , i ] ( x ) . 

Notons que <f> vérifie <f>(n) = 60tn, n G 2Z. Si nous désignons par V0 l'espace engendré 
par le système {Tk<f>, k G Z), alors toute fonction / dans V0 s'écrit / = J2kzz f(k)Tk<l). 
Rappelons que <f> vérifie (1) , c'est-à-dire ici 

rtf) = ^ ( * - i ) + #*) + 5 # * + i). 

Par aiUeurs, si / G V0, alors pour tout entier j > 0, D " - 7 / G Vo, de sorte que / (2~- 7 x) = 

f(2~*k)Tk<f>(x). Si x = n + | , n € Z, cette identité devient grâce à la précédente 

/(2-'n + = i/(2"'n) + |/(2-''(n + 1)) . 

(nous reprendrons ces calculs dans le paragraphe 6) 
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Cette formule est appelée formule d'interpolation dyadique [4], [7], [10]. Elle permet, 
partant de la suite ( / (A; ) )* € ^ , de déterminer successivement pour j = 0 , 1 , 2 , . . . , les 
valeurs de / sur les dyaliques d'ordre j , et ceci par un procédé indépendant de j . 

Nous présentons maintenant une famille d'exemples ne vérifiant par (41). 

Exemple 4* Etant donné un réel a > 0, nous posons Ua(\) = c o s 2 | + a sin 2 À. Le 

polynômetrigonométriqueH a défini par Ha(X) = (^)(a+fieix) avec/? = ( ! ± 2 2 d b £ ± £ ) i / 2 

et a = — j | vérifie Ha(\)Ha(X) = i / a (À) . Pua opère sur E\ et on a 

où nous avons désigné par Pa la matrice de l'application Pjja restreinte à E\. Les valeurs 

propres de Pa sont + 1 et \ + a. 

Si a < i alors d'après la proposition 5.7, la fonction fa correspondante appartient à 

L2(1R) et {Tkfa, k G 2£} est un système de Riesz. En revanche si a > | alors la fonction 

fa correspondante n'est pas de carré integrable sur M. En effet Ha satisfait aux conditions 

(32) et (42) , de sorte que si fa appartenait à JL 2 ( iR) , la famille composée de translatés 

entières formerait un système de Riesz et la matrice Pa vérifierait alors la condition (40) 

(remarque 3 paragraphe 5.2), ce qui n'est pas le cas. 

- C a s d = 2 

Exemple 5. 

Soient 6, c G C et a , /? G M vérifiant \a + /3\ < 1, c + 26/3 = 0, |6| < \ et a2 + ¡32 < \ . 

Posons 

# ( A ) = ( c o s 2 | ÎT À A 
v 7 y csinA a + pcosA J 

Les conditions (37) et (38) sont satisfaites avec M = Id et on montre grâce aux hypothèses 

ci-dessus sur 6, c , a et /? que H vérifie (41) . Ainsi la matrice P associée satisfait à la 

condition (39) (cf. remarque 3 du paragraphe 5.1) et nous déduisons du théorème 5.1 que 

les solutions (j>i et données par (6) avec x = éî sont des fonctions de carré integrable 

sur M. 

C'est par exemple le cas si b = \ , c = a = \ et fi = —\ et on montre en outre dans 

ce cas que det H{\) = \ cos 2 de sorte que H satisfait aux hypothèses (32) et (42). Par 

ailleurs, on a 
N 27T 

soit, <¿2(27r) c¿ 0 ,1885 . On déduit du théorème 5.4 et de la remarque 2 du paragraphe 5.2 

que la famille constituée des translatés entières des fonctions fa et fa forme un système 

de Riesz. 

R e m a r q u e : H peut arriver que les solutions de l'équation (5) soient relier au cas 

scalaire et ceci dans les deux cas suivants. 
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1er c a s . Les translatés entières des fonctions <f>i et <f>2 solutions de (5) engendrent un 

espace Vo qui coïncide avec l'espace V\ d'une analyse multi-échelle scalaire (cf. exemple 

1 paragraphe 1). C'est par exemple le cas si on choisit dans l'exemple ci-dessus b = c = | 

et a = — /3 = \ : l'espace V 0 correspondant coïncide avec l'espace Vx relatif au système 

de Haar. Plus précisément, si on pose <¡>Q = l[o,i] et ifto = l[o,±] ~" l[±,i] (respectivement les 

fonctions "père" et "mère" relatif au système de Haar), on obtient 

U(A)J * ( A ) U ( A ) j ' 
où R(X) est la rotation d'angle -|. En outre on en déduit que la série matricielle 6 associée 

aux fonctions <f>i et <f>2 vérifie 0(X) = R(X)R(X)* = Id, c'est-à-dire que la famille composée 

des translatées entières de <f>\ et <j>2 forme une base orthonormée de l'espace Vi. 

2 è m e c a s . L'espace V 0 engendré par les translatés entières des fonctions <f>i et <j>2 

solutions de (5) coïncide avec la somme vectorielle S0 0 T0 où nous avons désigné par 

{Sn)n€Z et ( T n ) n € x deux analyses multi-échelle scalaires. Nous ne savons pas si ce cas de 

figure est possible. Nous allons en revanche démontrer le résultat suivant. 

Soient h et g deux fonctions d'échelle scalaires vérifiant \h(x)\ + \g(x)\ < c ( l + | # | ~ 2 ) . 

Alors, la famille composée des translatés entières des fonctions h et g ne forme pas un 

système de Riesz. En effet, notons 0 la série matricielle associée aux fonctions h et g et 

rappelons qu'on a h^kir) = #(2&7r) = <$0,* {k 6 Z). La localisation des fonctions h et 

g montre que 0 est continue (cf.[14]). On déduit la propriété annoncée de la proposition 

3.1 et de l'égalité évidente 

* » - ( ! ! ) . 
- I n t e r p o l a t i o n d ' H e r m i t e 

Nous reprenons les définitions et notations établies dans l'exemple 2 du §1. Le cas 

r = 1 correspond à l'exemple 3 ci-dessus. 

Exemple 6. r = 2. Les deux fonctions principales <f>0 et <f>i sont définies par 

<j>o(x) = r{-x)l[-ifl](z) + r(x)l[o9l](x) 

Mx) = s(-x)k-ho](x) + 4x)l[o,i](x) 

où 

r ( x ) = ( x - l ) 2 ( 2 x + l ) 

s(x) = (x — l ) 2 x . 

Un calcul simple donne 

r /%\ . ^ / s i 1 1 ^ ^COSÀ — l \ = -12 (— + 2-TÎ-J 
T /w t • F2 + cos À 3 sin À 

- * > [ — — 
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Par passage à la transformée de Fourier dans (8) , la fonction 

* - ( * ) 
vérifie V(X) = H($)V($) avec 

n w = ( r 2 \ fi*;™*. V 
v 7 y | sin A ± — * cos A J 

Notons que det H(X) = | cos 4 | , de sorte que H vérifie les conditions (32) et (42). D'après 

la remarque (2) du paragraphe 5.2, la famille constituée des translatés entières des deux 

fonctions principales forme un système de Riesz. 

Exemple 7. r = 3 Les trois fonctions principales sont définies par 

4>i{x) = pi(x) l[0li](x) + Pi(-x) l[-i ,o](s), i = 0 , 1 , 2 

où 

p0(x) = - 6 x 5 + 1 5 x 4 - 1 0 x 3 + 1 

pi(x) = — 3 x 5 + 8x4 — 6 x 3 + x 

p2{x) = -lx* + lx*-îx* + lx\ 
Comme précédemment, nous déduisons de (8) que la fonction 

( i o \ 

V= ¿ 

\ fa I 

vérifie (5) avec 

( cos22 - j | » s i n A 0 \ 

f i sin A J - ^ c o s A - § ¿ sin A 
¿ c o s A - ¿ s i n A J - ^ œ s A / 

Nous obtenons d e t # ( A ) = 5 • 2 ~ 9 c o s 6 | . Par conséquent H vérifie les conditions (32) et 

(42) . D'autre part un calcul simple (basé sur la formule sommatoire de Poisson) assure 

que 
/ i o ¿ \ 

6(0)= 0 a 0 
\ ± 0 m 
\ 60 " 9! / 

avec a > 0 , d'où det 0(0) / 0 : la famille composée des translatés entières des fonctions 

^o, <j>\ et fa forme un système de Riesz. 

6. Interpolation dyadique 

Nous nous proposons dans ce paragraphe d'étendre au cadre vectoriel l'interpolation 

dyadique scalaire définie dans [4], [7], [10]. Nous rappelons dans un premier temps la 
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théorie relative au cas scalaire en reprenant les techniques développées, dans [7] pour 

les propriétés de l'interpolation dyadique, puis dans [4] concernant le lien avec l'analyse 

multi-échelle. L'extension au cas vectoriel est naturelle et basée sur des techniques ana­

logues à celles du cas scalaire. Nous étudions en particulier le lien entre l'interpolation 

dyadique vectorielle et l 'équation(5). Enfin nous présentons dans le dernier paragraphe 

une famille d'exemples tirée de [13]. 

6.1. Cas scalaire 

6.1. J . Définitions 

Nous désignerons par E l'ensemble des réels dyadiques, c'est-à-dire de la forme 

2~ r &, r G IN, k e Z. Par abus de langage, toute famille {f(x),x G E} est appelée 

"fonction" définie sur E et nous notons S et T respectivement l'espace des suites réelles 

(a(k))kez et l'espace des "fonctions" définies sur E. 

Définition : procédé d'interpolation dyadique 

Considérons une famille finie {c(n), n G Z} de réels. A toute suite réelle 

a = ( a ( n ) ) n € ^ , nous associons la "fonction" / définie sur E par le procédé suivant : 

- f(n) = a (n ) , n£ Z. 

- pour r = 0 , 1 , 2 , . . . et n G Z, 

f(2~rn + 2 - < r + 1 > ) = £ c(n - k)f(2"rk). (49) 

Par commodité, nous appelons (V) ce procédé (sous-entendu associé à la famille 

{ c ( n ) , n £ Z}). Notons Er, pour r G IN, l'ensemble des dyadiques d'ordre r c'est-à-dire 

de la forme 2~Tk, k £ Z. Les éléments de F r + 1 — Er sont exactement les réels de la forme 

2~ r n + 2 ~ ( r + 1 ) , n e Z. Ainsi, le procédé (V) est bien défini dans ce sens qu'il permet, 

partant d'une suite a quelconque, de construire une et une seule "fonction" / définie sur 

E. Nous dirons que / est la "fonction" interpolée par (D) partant de a. 

Par abus de notation, nous définissons l'application V de S dans T donnée par 

V(a) = /, a G S, où / est la "fonction" interpolée par (V) partant de a. Nous allons 

établir quelques propriétés de l'applications V. Commençons par rappeler la notion de 

convergence faible dans les espaces S et T. 

- Nous dirons qu'une suite (ak)k>o d'éléments de S converge faiblement vers un élément 

a de S si pour tout entier n, la suite réelle (ûfc(rc))fc>o converge dans 1R vers le réel a(n). 

- De la même façon, nous dirons qu'une suite (fk)k>o d'éléments de T converge faible­
ment vers un élément / de T si pour tout dyadique x, la suite réelle (fk(x))k>o converge 
vers f(x). 
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Lemme 6.1. T> est une application linéaire et faiblement continue de S dans F. 

La propriété de continuité faible ci-dessus exprime que T> transforme toute suite faible­
ment convergente dans S en une suite faiblement convergente dans T. 

Démonstration du lemme 6.1. Soient ax,a2 deux suites réelles et a , /? deux réels quel­

conques. Posons a 3 = aax + fia2 et notons fi,f2 et / 3 les "fonctions" interpolées par (Z>), 

respectivement à partir de a\,a2 et a 3 . Nous devons prouver qu'on a pour tout dyadique 

f3(x) = af1(x) + /3f2(x). (50) 

Démontrons (50) par récurrence sur l'ordre r des dyadiques. 

- Si x est un entier, (50) est réalisé par hypothèse. 

- Supposons maintenant (50) vérifié pour tout dyadique x d'ordre r et considérons un 

dyadique x quelconque d'ordre r + 1. Pour fixer les idées nous posons x = 2^rJrl^k. 

- Si k est pair, alors x est élément de Er et (50) est vérifié par hypothèse. 

- Si k est impair (k = 2n + 1) , alors d'après (49) on a fi(x) = Ra^n) pour i = 1,2,3 

avec a* = ( / ( 2 " r p ) ) p € x , R étant l'opérateur de convolution défini sur S par 

On en déduit que T> est linéaire. Soit maintenant une suite (afc)*>o d'éléments de S 

convergeant faiblement dans S vers a. Notons fk(k € W ) et / les fonctions interpolées 

par V partant respectivement des suites réelles a* et a. Nous devons vérifier que pour tout 

dyadique x , ( /*(#))*>o converge vers f(x). Par définition du procédé ( î>) , ceci est vérifié 

quand x est un entier. Par ailleurs, l'opérateur R défini ci-dessus est faiblement continu 

sur S car la famille { c ( n ) , n 6 ^ } est finie. On conclut alors comme précédemment en 

utilisant une démonstration par récurrence sur l'ordre r des dyadiques. • 

Définition : fonction principale 

La "fonction" <f> définie sur E comme l'interpolée par (V) partant de la suite 

SQ = (£o,n)n€^ est appelée fonction principale relative à (V). Supposons pour fixer les 

idées que c(k) = 0 pour tout entier k non contenu dans l'intervalle [p,ç] où p < q sont 

deux entiers arbitrairement fixé. 

Proposition 6.2. La "fonction" <f> est à support borné contenu dans [2p + l , 2 ç + 1] 

(<£(x) = 0 pour tout dyadique x non contenu dans [2p + l , 2 ç + 1]). En outre, toute 

"fonction" interpolée par (V) s'écrit 

n*) = E - *). x € E-
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Pour tout dyadique x fixé, la série ci-dessus est une somme finie. En particulier, si a 

est une suite à support fini, alors la "fonction" interpolée correspondante est à support 

borné sur E. 

Démonstration de la proposition : (49) entraîne que <f>(n + | ) = c(n) , d'où 0 ( | ) = 0 

pour tout entier k £ [2p+1,2ç + l ] . Autrement dit on a <f>(x) = 0 quand x est un dyadique 

d'ordre 1 non contenu dans \p+ ^, q +1]. De la même façon, nous obtenons par récurrence 

sur l'entier r 6 W* que </>(2"rk) est nul pour tout entier k ^ [ a r , 6 r ] où les réels ar et br 

sont définis par ar = 2ar-i + 2p + 1 et br = 26 r _ i + 2q + 1. On obtient finalement que 

ar = ( 2 r — l ) (2p + 1) et bT = ( 2 r — l)(2g + 1) et on en déduit que (f>(x) est nul pour tout 

dyadique x non contenu dans l'intervalle [2p + 1,2g + 1]. 

Définissons à présent les opérateurs de translations S et T donnés respectivement sur 

S et T par 

8a(k) = a ( i f c - l ) , k € Z 

Tf(x) = f(x-l), xeE. 

L e m m e 6 , 3 . On a 

Vo6 = ToV. 

Admettons dans un premier temps ce lemme et considérons une suite réelle a quel­

conque. Pour tout entier positif N, nous posons 

O>N = a(n)àn 
\n\<N 

où (6n)nçz est la base canonique de S. Il est clair que la suite (aN)N>o converge faiblement 
vers a. D'après le lemme 6.1. , la suite (V ÛAT)N>O converge faiblement dans T vers V a 
et d'après le lemme 6.3. on a 

v a N = Y, <k)Tk W ) , 
\k\<N 

ce qui prouve le second point de la proposition. 

Preuve du lemme 6.3. Notons pour simplifier / = V a et / i = V(6 a) où a est un 
élément de S arbitrairement fixé. Nous devons prouver qu'on a pour tout dyadique x 

f1(x) = f(x-l). (51) 

Procédons de nouveau par récurrence : 

- (51) est évidemment vérifié pour x G 7L. 

- Supposons à présent (51) vérifié pour tout dyadique d'ordre r et considérons un 

élément quelconque x = 2 " ^ r + 1 ^ de Er+i. Il nous faut prouver (51) uniquement dans le 

cas où l'entier k est impair (te k = 2n + 1). Or utilisant successivement (49) appliqué à 
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/ i , puis l'hypothèse de récurrence et enfin le changement de variable k —» k — 2 r , nous 
obtenons 

/ i ( x ) = £ c(n - 2 ' - * ) / ( 2 - ' f c ) 

et l'on conclut aisément en utilisant (49) cette fois appliquée à / . • 

Définition : interpolation continue 
Nous dirons que le procédé d'interpolation dyadique (V) est continu si la fonction 

principale <f> relative à (V) admet un prolongement continu sur JR, c'est-à-dire s'il existe 

une fonction g continue sur iR et coïncidant sur E avec la "fonction" (/>. 

Par abus de langage, nous noterons encore <f> ce prolongement et nous dirons que <f> est 

la fonction principale relative à (V). D'après ce qui précède la fonction <f> est à support 

compact contenu dans [2p + l , 2 ç + 1]. 

Considérons maintenant une "fonction" / quelconque interpolée par (D) . D'après la 

proposition 6.2, il existe pour tout réel A > 0, un entier p ne dépendant que du réel A tel 

que l'on ait pour tout dyadique x contenu dans [—A, A] 

/(*) = L - k). 

Ainsi, / admet un prolongement / continu sur [—A, A] et vérifiant pour tout réel x contenu 

dans [—A, A] 

Le réel A > 0 étant quelconque, nous en déduisons finalement la propriété suivante. 

Proposition 6 . 4 . Si (D) est une interpolation dyadique continue, alors toute "fonction" 

f interpolée par (D) admet un prolongement continu sur M (que nous noterons encore f) 

vérifiant pour tout réel x 

/(*) = E -

Evidemment, pour les mêmes raisons, si la fonction <f> est de classe Cp sur iR, alors 

toute "fonction" / interpolée admet un prolongement de classe C p , les dérivées successives 

jusqu'à l'ordre p de f s'obtenant par dérivation terme à terme dans (52) . 

Remarque. Le procédé d'interpolation dyadique défini dans ce paragraphe est un 

procédé récurrent dans le sens où le passage des dyadiques d'ordre r aux dyadiques d'ordre 

r+1 (via (49) est indépendant de l'entier r > 0. Cependant il est possible aussi de définir 

(V) à partir d'une famille { c ( r , k),k G 2Z,r € IN) de scalaires pour laquelle il existe deux 

entiers p et q tels que pour tout entier r > 0 et tout entier k non contenu dans [p,ç], on 

ait c(r, k) = 0. La formule (49) est alors remplacée par 

f(2-Tn + 2 " < r + 1 > ) = £ c( r ,n - * ) / (2 " r * ) . 

Il est clair que tous les résultats de ce paragraphe sont encore vérifiés dans ce cas. 
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6.1.2. Lien avec 1fanalyse multi-échelle 

Considérons une analyse multi-échelle scalaire (Vn)ne% telle qu'il existe une fonction 

d'échelle (f> continue, à support compact et vérifiant pour tout entier n 

<Kn) = V - ( 5 3 ) 

Une telle fonction est appelée ondelette interpolante. Il est clair que toute fonction dans 

Vo s'écrit f(x) = E i t ç 2 ? / ( ^ ) ^ ( x ~~ fc)- Rappelons que ^ vérifie (2) et que la fonction 

27r-périodique H intervenant dans (2) est un polynôme trigonométrique. Pour fixer les 

idées nous posons 

Définissons à présent la famille { c ( n ) , n G Z} en posant c(n) = h(2n + 1) . La suite 
{ c ( n ) , n G Z} est à support fini et les conditions H(0) = 1 et H(TT) = 0 (cf. paragraphe 
4) entraîne que c(k) — 1. 

P r o p o s i t i o n 6.5. Le procédé d'interpolation (D) associé à { c ( n ) , n G Z} est continu 

et la fonction principale correspondante n'est autre que la fonciton d'échelle <f>. 

Démonstration D'après la propriété d'emboîtement des espaces Vn, les fonctions x —> 

</>(2~rx) (r G JFV) sont contenues dans l'espace Vo et de ce fait se décomposent de la façon 

suivante dans la base {Tk<j>, x G Z} 

<t>{2~rx) = Y, <f>(2~rk)</>{x - k) (grâce à (53)) , 

d'où pour x = n + ^ quand n est entier, 

k£2Z V Z / 

Or, d'après (1) et (53) , nous obtenons pour tout entier p 

<Nr^) = E h{n№2p + 1 - n) = c(p). 

Ainsi, la fonction d'échelle <j> apparaît comme une fonction interpolée par le procédé (V) 

associé à la famille { c ( n ) , n G Z}. Plus précisément <j> est la fonction principale relative 

à (2>), ce qui prouve la proposition car <f> est continue par hypothèse. • 

Il est clair que tout élément de Vo est une fonction interpolée par (V). 

R é c i p r o q u e m e n t considérons un procédé d'interpolation dyadique (V) continu, as­
socié à une suite { c ( n ) , n G Z} à support fini et vérifiant ^ c(n) = 1. 
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Proposition 6.6. La fonction principale <f> relative à (V) vérifie (1) avec 

\ h(2k + l) = c(k) ' K E 

En outre si le polynôme trigonométrique H{\) = ~ Ylkez h(k)etXk vérifie la condition (42), 
alors {Tk<f>, k G Z} est un système de Riesz et la famille (Vn)nç.z qui en résulte forme 

une analyse multi-échelle. 

Rappelons que la famille (Vn)nez est définie de la façon suivante : V0 est l'espace 

engendré dans L2(M) par le système {Tk<f>, k e Z} et Vn = DnV0, n e Z. Notons enfin 

que H vérifie la condition (32) car H(X) + H(X + TT) = h(0) = 1. 

Démonstration de la proposition 6.6 Nous devons vérifier l'identité 

# f ) = - n ) , * € JR. 
1 nez 

Par continuité, il suffit de prouver que / : x—»<£(f) et g : x —* J2nez h(n)<f>(x — n) 

coïncident sur E. Or d'après le lemme 6.3., Tn<j> (n G Z) est la fonction interpolée 

par (V) partant de la suite 6n. Par linéarité de V, la fonction g est la fonction interpolée 

par (V) partant de la suite a = J2ne% M n ) ^ n - De même, pour tout entier n et tout entier 

r > 0, nous obtenons d'après (49) 

f{2'rn + 2~< r + 1 >) = £ c(n - k)<t>{2"^k) 

= £ < n - *)/(2"r*). 

Ainsi / est aussi une fonction interpolée par V. Nous en déduisons que f et g coïncideront 

sur E si elles coïncident sur 2Z. Or, 

g(k) = h(k) = / ^ S î { = J P , , 

* v 7 w 1 c(p) si k = 2 p + 1 
f(k) - é(r>) - i si k =2p 

JK*) -W) ~ \ f(2p+l) = <f>(p + i) = c(p) si * =2p+l. 

Le second point de la proposition découle directement du théorème 5.4 appliqué avec 
d=l. • 

6.2. Interpolation dyadique vectorielle 

Nous désignons par é j , . . . , la base canonique de J R d + 1 . Toute famille {F(x), x e E} 

de vecteurs de Md+l est appelée "fonction" vectorielle définie sur E. 

6.2.1. Définition : Procédé d'interpolation dyadique vectorielle 

Soit { C ( r , k), r € W , k € Z) une famille quelconque d'éléments de M(d + 1,JR). 

Supposons qu'il existe deux entiers p < q tels que les matrices C(r,k) soient nulles pour 
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tout entier r > 0 et tout entier k non contenu dans [p, q]. A toute suite { A ( n ) , n G ^ } de 

vecteurs de J R d + 1 , nous associons la "fonction" vectorielle F définie sur E par le procédé 

suivant : 

- F(n) = i ï ( n ) , n ÇLTL 
- Pour r = 0 , 1 , 2 , . . . et tout entier n, 

F ( 2 ~ r n + 2 " ( r + 1 ) ) = 52 C(r,n- k) F(2~rk). 
kez 

Nous noterons encore (V) ce procédé. Les propriétés du paragraphe 6.1 s'étendent 

de façon naturelle et sans difficultés au cadre vectoriel. En particulier nous pouvons 

définir pour i = 0 , . . . , d les fonctions principales vectorielles F{ comme les fonctions 

interpolées par (V) partant respectivement des suites Ai = 60ëi. Comme dans le cas 

scalaire, les "fonctions" Fi sont à support borné contenu dans [2p + 1,2g + 1] et toute 

fonction vectorielle F interpolée par (D) s'écrit 

F(x) = ¿ E Tk%(*)> X ^ E (54) 
t=i kez 

où l'on a posé 

p - l î ) . 

Nous allons étudier le procédé d'interpolation dyadique vectorielle uniquement dans un 

cas particulier qui généralise l'interpolation dyadique continue du cas scalaire. Pour cela 

nous définissons pour toute fonction réelle / de classe Cd sur 2R, la fonction vectorielle 

A / à valeurs dans i R d + 1 donnée par 

/ f \ 

Définition : interpolation dyadique d'ordre d 

Considérons un procédé (V) d'interpolation dyadique vectorielle et notons Fi pour 

i = 0 , . . . ,d, les fonctions principales vectorielles correspondantes. 

Nous dirons que (V) définit une interpolation dyadique d'ordre d s'il existe d + 1 

fonctions réelles <f>i(i = 0 , . . . , d) de classe Cd sur JR telles que l'on ait, pour chaque entier 

i = 0 , . . . , d et tout dyadique x , Fi(x) = A ^ , ( x ) . Par abus de langale, les fonctions <f>i 

seront appelées fonctions principales relatives à (V). Celles-ci vérifient par définition 

(¿ ¿)<<>(n) = ¿ 0 ,n-¿.-,/, n € ^ , £ = 0 , . . . , ¿ 
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et sont à support compact contenu dans [2p + 1,2q + 1]. Par ailleurs pour toute fonction 
vectorielle 

/ / o \ 
—• 

F = : 

\ f i ) 

interpolée par (X>), nous obtenons d'après (54) , pour £ = 0 , . . . , d et tout dyadique x 

M*) = E E /*(*)*!°(* - *)• ( 5 5 ) 
t = o kez 

Pour tout dyadique arbitrairement fixé, la série ci-dessus est une somme finie, de sorte que 

(55) s'étend à iR tout entier. Plus précisément, chaque "fonction" fi pour £ = 0, 

admet un prolongement sur M de classe Cd~l, les dérivées successives s'obtenant par 

dérivation terme à terme dans (55) . Les prolongements de chaque fonction fi est encore 

noté fi. En particulier, ce qui précède appliquée à la fonction /o assure que cette dernière 

est de classe Cd avec pour £ = 0 , . . . , d, ffl = fi. Nous pouvons résumer ce qui précède 

par la proposition suivante. 

P r o p o s i t i o n 6.7. Si (D) est un procédé d'interpolation dyadique d'ordre d, alors pour 

toute "fonction" vectorielle F interpolée par (V), il existe une fonction réelle f de classe 

Cd telle que l'on ait pour tout dyadique x 

Af(x) = F(x). 

En outre la fonction f admet la décomposition suivante sur JR 

/ = E E /W(*)Ï**, 
t = o kez 

les dérivées successives jusqu'à l'ordre d s'obtenant par dérivation terme à terme. 

Là encore, par abus de langage, / sera appelée fonction interpolée par (V). 

6.2.2. Lien entre interpolation dyadique d'ordre d et l'équation (5) 

Considérons tout d'abord un polynôme trigonométrique à coefficients dans M(d+ 1, JR) 

et supposons qu'il existe d + 1 fonctions <f>0,..., <f>d de classe Cd, à support compact dans 

M solutions de l'équation (4) associée k H et vérifiant 

# > ( n ) = 60,n 6i<t, Vn € Z, Vt, l = 0,..., d. (56) 
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Si on note Vo l'espace engendré par les translatés entières des fonctions <f>\,... , </><¿, alors 

toute fonction / dans V0 vérifie (d'après (56)) 

/(0(*) = E E f ( i ) m ? i * - * ) . x € J R , / = o , . . . ,d. 
j = 0 fcç^ 

Ces identités, appliquées aux fonctions x —• f(2~Tx) (où l'entier r > 0 est arbitrairement 

fixé) et aux réels a: = n + \ (n 6 Z), entraînent pour Í = 0 , . . . , d 

2-*/«)(2-rn + 2 - < ' + 1 > ) = E E 2 - ^ ( 2 ( w " < ? ) + 1 ) ^ ) ( 2 - f J b ) . 

Posons A = d i a g ( l , 2 " 1 , . . . , 2 ~ d ) et notons W ( x ) l'élément de M(d+1,M) dont la j i è m e 

colonne pour j = 0 , e s t donnée par A<f>j(x). Ceci étant posé, les ci + 1 identités 

ci-dessus s'écrivent matriciellement sous la forme 

ArAf(2~rn + 2 - t ' + 1 > ) = £ W ( 2 { U ~ï) + 1)ArAf(2~rk). 

Par ailleurs, nous obtenons grâce à (4) 

d'où, d'après (56) 

2 / 4-1 
W(—£-rA=h(2i+l). 

Finalement Af apparaît comme une fonction interpolée par le procédé d'interpolation 

dyadique (V) défini par la relation récurrente suivante 

F(2'rn + 2 ~ ( r + 1 > ) = £ AT^h(2(n - k) + l ) M r F ( 2 - r f c ) . 

En particulier les fonctions pour ¿ = 0 , . . . ,d apparaissent comme les fonctions princi­
pales relatives à (V). Nous disposons ainsi du résultat suivant. 

P r o p o s i t i o n 6.8. Si H est un polynôme trigonométrique à coefficients dans A4(d+l, M) 
tel qu'il existe d+1 fonctions <f>o,... ,<f>d solutions de (4), à support compact, de classe Cd 

sur IR et vérifiant (56), alors le procédé d'interpolation dyadique (D) associé à la famille 
{ C ( r , fc), r G IV, k G Z] donnée par 

C(r , k) = A'{r^1)h{2k + l ) M ~ r où A = diag(l, 2 ~ \ . . . , 2 " d ) , 

définit une interpolation dyadique d'ordre d. Les fonctions principales correspondantes 

sont exactement les fonctions </>i(i = 0 , . . . , d). 

R e m a r q u e : Si pour chaque entier £,j = 0, les fonctions À—»AVj(À) sont 
integrables sur M, alors (56) est équivalent à (avec les notations habituelles) 

£ (A + 2k*)iV(\ + 2hc) = (i)êëi, £ = 0 , . . . , d. 

Utilisant (5) et des techniques désormais classiques, nous obtenons l'identité 
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H(X) + H(X + TT) = A. (57) 

Réciproquement, considérons à présent une famille finie { C ( n ) , n G Z} d'éléments 
de M(d + 1, JR) et supposons que le procédé (V) associé à la famille 

{C(r,k) = A~rC(k)Ar, r G JV, k G Z} 

définisse une interpolation dyadique d'ordre d. Notons <f>0,..., <j)d les fonctions principales 

correspondantes et posons 

/ <t>o \ 

V= : 

\ <t>d, ) 

puis h(2k) = 6o¿ A et h(2k + 1) = C(k)* A (k e Z), où A = d i a g ( l , 2 - \ . . . , 2 ~ d ) . 

Notons que le polynôme trigonométrique H défini par H(X) = ^ Hjte^ etXkh(k) vérifie 

(57) . Enfin nous désignons par 0 la série matricielle associée aux fonctions <¿> 0 , . . . , <}>d-

Proposition 6,9, La fonction vectorielle V vérifie l'équation (4) associée à la famille 

{h(k), h G Z} définie ci-dessus et si H vérifie (42), alors {Tk<t>i,i = 0 , . . . , d , k G Z} 

forme un système de Riesz si et seulement si la matrice 0(0) est non dégénérée. 

Démonstration de la propostion 6.9 Notons (ak(i^j))ij=oy...4 l e s coefficients de la ma­
trice h(k) (k G Z). Nous allons montrer qu'on a pour chaque entier i = 0 , . . . ,d 

^ . ( f ) = E E «*(«',i) - * ) • (58) 

Ceci prouvera (4) (considérer pour cela chaque première ligne des d+1 égalités vectorielles 

ci-dessus). Soient 2 G { 0 , . . . , d } arbitrairement fixé et F{(x) et Gi(x)(x G JR) respective­

ment le terme de gauche et le terme de droite dans (58) . Par un argument de continuité, 

il suffit de prouver que les fonctions F , et G, coïncident sur E. Nous procédons alors 

comme dans le cas scalaire en montrant successivement que les fonctions F{ et G t sont 

deux "fonctions" interpolées par (V) puis qu'elles coïncident sur Z. La preuve de ces 

deux propriétés est identique au cas scalaire (cf. proposition 6.6) . Notons que H vérifie 

(57) , ce qui assure la condition (32) . Le dernier point résulte alors du théorème 5.4. • 

6.2.3. Exemples 

Exemples 1 

La famille d'exemples que nous étudions ici est tirée de [13]. 

Soit fi G JR. Posons ^ = 

c - < - " = ( ! / ) • 
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•<w> - ( J , ¿ ) • 
et CM(Jb) = 0 pour tout entier A: ^ —1,0. Nous désignons par (2? M ) le procédé d'interpolation 

dyadique associée à la famille {,4"~ rCM(fc)j4 r , r G IV, A: G 

J . - L . Merrien montre que (2>M) définit un procédé d'interpolation dyadique d'ordre 1 et 

plus précisément que les deux fonctions principales associées à (V^) sont de classe Ca 

pour tout réel a < 2 si et seulement si le réel \L vérifie |2 — p \ < 1. Notons <f>0 et <f>i 

(sous-entendu cf>o^ et <f>i^) les deux fonctions principales relatives à (D^). Reprenant les 

notations du paragraphe précédent, nous savons d'après la proposition 6.9 que la fonction 

vectorielle V vérifie l'équation (4) associée à la famille {f t (n) ,n G Z} définie par h(n) = 0 

si n ¿ - 1 , 0 , 1 puis h(0) = A, fc(-l) = C M ( - 1 ) M , h(l) = C M ( 0 ) M où A = d i ag ( l ,± ) . 

Grâce à la transformée de Fourier, on peut aussi écrire que V vérifie (5) avec 

H l \ \ - ( c o s 2 2 sinA \ 

Si // = | , on retrouve l'exemple 6 du paragraphe 5 (interpolation d'Hermite pour r = 2 ) . 

De même le cas // = 2 correspond aux splines quadratiques (cf. exemple 2 paragraphe 

3 cas r = 2 ) . Nous avons vu dans ces deux cas que la famille composée des translatés 

entières des deux fonctions principales correspondantes forme un système de Riesz. Nous 

généralisons ce résultat à la famille (Z>M) définie ci-dessus, à savoir : 

Si |2 — fi\ < 1, alors la famille constituée des translatés entières des deux fonctions 

principales relatives à (X>M) forme un système de Riesz. 

Démontrons cette propriété. Un calcul immédiat prouve que det H^X) = ^ cos 4 ^ . 

La preuve pour fi = 2 étant explicitée dans le paragraphe 3, nous supposons désormais 

fx T¿ 2. D est clair que le polynôme trigonométrique satisfait aux hypothèses (32) et 

(42) . H reste par conséquent à vérifier (cf. théorème 5.4) que det 0(0) est non nul, où nous 

avons désigné par 0 la série matricielle associée aux fonctions principales <j>0 et <j>\. Celles-ci 

étant à support compact et de classe CQ(a < 2 ) , on obtient que |<£o(A)| + |^ i (A) | < î+p^p, 

de sorte que les identités suivantes ont un sens (cf. remarque du paragraphe précédent) 

E ¿ o ( A + 2 * * ) = 1 (59) 
kçZ 

£ Â ( A + 2for) = 0 . (60) 
k&Z 

Par ailleurs, notons que H(7c)*ei = 0, ce qui entraîne que <f>0(2k7r) = 0 pour tout entier 

k ^ 0 (cf. démonstration du lemme 4.2) . Ceci adjoint à (59) prouve que <£o(0) = 1. Enfin 

notons que H(0) = diag(l , de sorte que V(0) = eî, d'où finalement 

" ( 0 ) = ( o Î ) °Ù fl-ElÂ(2*x)|2. 
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Procédons par l'absurde et supposons qu'on a det 0(0) = 0, c'est-à-dire que le réel a est 

nul. Rappelons que 0 est invariante sous l'action de l'opérateur Ecrivant l'égalité 

PHfÀ0(O) = 0(0), on obtient que ^keZ\fa(ir + 2A:TT)|2 = 0, c'est-à-dire que fa(w + 2kic) = 0 

pour tout entier ce qui entraîne que det 0(TT) est nul. On en déduit (cf. lemme 5.5) que 

la fonction À —» det 0(X) est nulle, soit 

( E |^o(A + 2fc7r)|2 ) ( E | ^ ( A + 2 * 7 r ) | 2 ) = E |À(A + 2 ^ a ( A + 2fc 7r)| 2 . 

Considérons pour tout réel A les éléments A 0 (A) = (fa(\ + 2 & 7 r ) ) f c € ^ et A\(\) = (fa(\ + 

2Ar7r))fc6# de £2(Z). L'identité ci-dessus exprime qu'il y a égalité dans l'inégalité de 

Cauchy-Schwartz 

(A0(\),A1(X))fi{z)xt,m < \\A0(X)\\%m WAMWlw, 
c'est-à-dire que les suites A0(X) et Ai (A) sont linéairement dépendantes. En particulier 

si la suite Ai (A) est non nulle, alors il existe un unique scalaire a(A) tel que A 0 (A) = 

a(A)Ai(A). Considérons maintenant un réel A tel que fa(X) ^ 0, ce qui est possible car la 

fonction fa n'est péts nulle. Les suites Ai (A + 2kir) sont non nulles pour tout entier k et 

on déduit de ce qui précède que <f>o(\) = a(A + 2k7r)fa(\), d'où a(X) = a(\ + 2kir) pour 

tout entier k. Ceci adjoint aux identités (59) et (60) entraîne que 

1 = Y M* + 2 f c 7 r) = a ( A ) E Â ( A + 2 k 7 C ) = °> 

ce qui est absurde. La propriété annoncée est ainsi démontrée. 

Exemple 2 : Interpolation d'Hermite pour r = 3 

Nous reprenons l'exemple 7 du paragraphe 5. Les fonctions fa, fa et fa de cet ex­

emple vérifient par construction (cf. paragraphe 1) la condition (56) . On déduit de 

la proposition 6.8 que le procédé (V) associé à la famille {A~Tc(k)AT, k G 2Z} où 

j4 = d i a g ( l , J , J ) , C(fc) = 0 si k ^ - 1 , 0 et 

/ I JL JL \ 
/ 2 32 64 

C(0) = " f -fe - à 

/ 1 — L -L \ 

C ( - l ) = -g" 32 

\ o f -iJ 
définit une interpolation dyadique d'ordre 2. 

Remarque : On peut de la même façon définir les procédés d'interpolation triadyque 

(ou plus généralement p-adyque). Dans le cas de l'interpolation triadyque, le procédé est 

défini par deux relations de récurrence 

/ F ( 3 - ' n + 3 < - ' + 1 > ) =Ek^Ci(r,n-k)F(S-rk) 

\ F(3-rn + 2 • 3 - < ' + 1 > ) = E * * C2(r, n - k)F(3~rk). 
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Si on étend de manière naturelle les définitions du paragraphe précédent, on montre par 

exemple que les fonctions (f>o^<t>i^<t>2 corespondant aux splines cubiques (exemple 2 para­

graphe 3 cas r = 3) déterminent les fonctions principales d'une interpolation triadyque 

d'ordre 2. Les coefficients C,(r, k) (éléments de M(3, M)) se calculent à l'aide de la matrice 

A = d i a g ( l , | , | ) et des coefficients h(k) définis dans la démonstration de la proposition 

3.7. 

7. Etude des propriétés (P2) et (P3) dans le cas où H est de 
classe C a 

Les théorèmes 5.1 et 5.4 fournissent, quand H est un polynôme trigonométrique scalaire 

ou matriciel, des critères relatifs aux propriétés (P2) et (P3) énoncées dans l'introduction. 

Nous nous proposons dans ce paragraphe de généraliser ces résultats dans le cas général 

où H est une fonction scalaire ou matricielle de classe Ca, où 0 < a < 1 (cf. paragraphe 

2) . Bien que le critère pour (P2) soit de même nature dans les cadres scalaire et vectoriel, 

nous avons choisi pour simplifier d'énoncer et de démontrer dans un premier temps les 

résultats du cas scalaire. Nous verrons que la plupart des techniques mises en place 

s'étendent de manière naturelle au cas vectoriel. 

7.1. Cas scalaire 

Dans ce paragraphe nous désignons par H une fonction 27r-périodique à valeurs complexes. 

Si H est de classe CQ(0 < a < 1) et vérifie H(0) = 1, alors la fonction définie par <£(À) = 

ní̂ i ^ (2^ ) e s t continue sur 2R (cf. paragraphe 2) et nous nous proposons de déterminer 

dans un premier temps une condition suffisante sur H pour que la fonction soit de carré 

intégrable sur M (propriété (P2) ) , puis une condition nécessaire et suffisante pour que <f> 

engendre par translations entières un système de Riesz (propriété (P3 ) ) . Commençons 

par exhiber quelques conditions nécessaires. Rappelons que l'opérateur PH est défini par 

PH№ = \H{\)?f{\) + \H{\ + T T ) | 2 / ( ¿ + x). 

- Si (P2) est vérifiée, alors la série scalaire 0 associée à cf> est défini, P//-invariante et 

dans le cas où 0{TT) est non nul, on a nécessairement H(7r) = 0 (cf. paragraphe 4 ) . 

- Si l'on suppose à présent (P3) vérifiée, alors il existe une norme || • || sur l'espace 

£°° (0 ,27r ) pour laquelle on a sup| | / | | = 1 \\Pfíf\\ = 1. Il suffit en effet de reprendre les 

arguments de la remarque 3 du paragraphe 5.2. Cette dernière condition est difficile à 

vérifier dans la pratique. Rappelons que celle-ci entraîne la propriété (P2) dans le cas 

où H est un polynôme trigonométrique (cf. théorème 5.1) et qu'elle est équivalente à la 

condition (40) portant sur le spectre de la matrice P associée à PH, ce dernier critère 

étant lui tout à fait accessible dans la pratique. 

Le but de ce paragraphe est de présenter des critères pour (P2) et (P3) portant sur le 

spectre de l'opérateur PH considéré sur X°°(0,27r) OU un sous-espace de ce dernier. Notons 

58 



5 9 

que les propriétés telles que <C 1 est la plus grande valeur propre de l'opérateur Pu ^> ou 
encore <C le rayon spectral de Pu est égal à 1 > ne sont suffisantes ni pour (P3) , ni même 
pour (P2) . Pour le voir nous reprenons la famille des polynômes trigonométriques HA de 
l'exemple 4 du paragraphe 5.3. Si a = ^ alors la matrice Pi admet 1 comme valeur propre 

double et on sait que la fonction correspondante n'appartient pas à L2(M). Montrons 

que l'opérateur Pu^ considéré sur JL°°(0 ,27r) satisfait pourtant aux deux hypothèses ci-

dessus. Rappelons à cet effet que (P3) est vérifiée quand a < ^ et on en déduit (cf. 

condition nécessaire à (P3) ci-dessus) que le rayon spectral de l'opérateur Pua considéré 

sur X°° (0 ,27r ) est égal à 1 pour tout réel a < ^. On conclut par un argument de continuité 

que le rayon spectral de PJJ^ sur JL°°(0,27r) est égal à 1, ce qui prouve les deux propriétés 

annoncées. 

Nous désignons par 1 la fonction identiquement égale à 1 sur M. 

Théorème 7.1. Si H est une fonction 2TT-périodique, à valeurs complexes, de classe 
Ca(0 < a < 1), vérifiant H(0) = 1 e< H(TT) = 0, et si l'opérateur Pu associé satisfait à 

Vhypothèse 

s u p | | P ^ l | | 0 0 < + o o (61) 
n>l 

A 

alors la fonction <f> est de carré integrable sur M. 

Remarques 
1. Pu étant un opérateur positif, on a s u p { | | P / / / | | oo , / £ 2L°°(0,27r), | | / | | o o = 1 } = 

| | ^ i / l | | o o - La condition (61) entraîne que le rayon spectral de Pu est égale à 1. Plus 

précisément il résultera des propriétés établies dans la démonstration du théorème 

que les valeurs spectrales de module 1 sont en fait des valeurs propres pour Pu et que 

ces dernières sont en nombre fini et d'indice 1 (c'est-à-dire vérifient Ker(P#—ot ld) = 

Kei(PH - otld)2). 

2. La propriété (61) est satisfaite si H vérifie : | i / ( À ) | 2 + \H(\ + 7 r ) | 2 < 1. Ainsi sous 

cette dernière hypothèse, la fonction solution de (2) appartient à JL 2 ( JR) . 

Démonstration du théorème 7.1 La démonstration est baisée sur le théorème de 

Ionescu-Tulcéa et Marinescu [9], [11], [15]. Notons B l'espace de Banach des fonctions 

27r-périodiques et continues, muni de la norme uniforme usuelle || • ||oo et L A le sous-espace 

de B constitué des fonctions de classe CA. Nous posons pour / € L A 

ma(f) = s u p ^ ' y U y G [0,2*],* ,É y}, 
\x - y\a 

et définissons sur L Q la norme || • || = || • ||oo + "»(•)• Nous noterons || • | | a > 0 0 la norme 

Il • ||oo restreinte à l'espace L A . Il est clair que l'opérateur PH est borné sur ( B , \\ • | |oo) et 

le lemme suivant précise l'action de PH sur L A . 
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L e m m e 7 .2. L'opérateur P N est borné sur ( L a , || • ||) et il existe pour chaque entier n > 1 

une constante Rn > 0 telle que l'on ait pour toute fonction f dans LQ 

Kf\\ < 2 - n 1 P „ i | U I / | | + Rn\\f\\oo. (62) 

Admettons dans un premier temps ce lemme. Pour N suffisamment grand on a d'après 

(61) 2 ~ N o | | P i y l | | o o < 1. Par ailleurs l'opérateur PH étant positif, il vient que | P # | a , o o = 
s u p { | | P £ / I L o o , / 6 £ , | | / | | o o = 1} = l № | | o o , d'où supnll | P £ | a , o o < + o o , et on montre 

(grâce en particulier au théorème d'Ascoli) que l'opérateur PH satisfait aux hypothèses 

du théorème de Ionescu-Tulcéa et Marinescu. Ce dernier assure qu'il existe un nombre 

fini de valeurs spectrales A i , . . . , A / de PH sur le cercle unité et que celles-ci sont plus 

précisément des valeurs propres de PH admettant chacune un sous-espace propre associé 

de dimension finie. On dispose en outre de la décomposition suivante, vérifiée pour toute 

fonction / dans LQ et tout entier n > 1, 

PZf = J2Kfi + Qnf, (63) 

où PHfi = Xifi(i = 1, . . . , * ) et l i m ^ + e o H Q V I l o o = 0. 

L'espace E = © J = 1 K e r ( P # — A t /d) , qui est de dimension finie et stable par P// , va 

jouer le même rôle que l'espace E£ du paragraphe 5. Choisissons tout d'abord une 

sous-suite (rik)k>i telle que les £ suites (X^h)k>i convergent sur le cercle unité vers des 

complexes notés respectivement a t , puis considérons une fonction h dans LQ, positive et 

vérifiant h(0) = 1. Appliquant (63) à la fonction h et passant à la limite quand —> + o o , 
on obtient que la fonction g = ]Cf=i a%fi (qui appartient à E) est positive car PH est 

un opérateur positif, puis vérifie g(0) = 1 car P # / i ( 0 ) = h(0) = 1. Nous pouvons par 

conséquent considérer le sous-ensemble r de E constitué des fonctions positives vérifiant 

/ ( 0 ) = 1 et \\f\\i < ||flf||i, où || • ||! est la norme définie sur E de la manière suivante. On 

choisit une base ( é î , . . . , ep) de E formée de vecteurs propres de PH (associés aux valeurs 

propres A i , . . . , A/) et pour tout vecteur x = £ ? = i xi^i dans E, on pose | |x| | i = £ f = 1 \xi\-

On vérifie immédiatement que T est un ensemble convexe, fermé, borné, non vide (car 

il contient g) et finalement un convexe compact, car E est de dimension finie. D'autre 

part il est clair que l'opérateur PH conserve T. Le théorème de Schauder-Tychonoff (cf 

[8]) assure alors qu'il existe une fonction 7 dans T invariante par PH (en particulier l'une 

des valeurs propres A i , . . . , Ap est égale à 1) . On conclut comme pour le théorème 5.1 en 

appliquant successivement le lemme 5.2 à la fonction 7 (avec d = 1) puis le lemme de 

Fat ou. 

Démonstration du lemme 7.2. Démontrons directement la propriété (62) . Cette 

dernière appliquée avec n = 1 prouve que PH est borné sur ( L a , || • | | ) . 

On montre aisément par récurrence que l'opérateur P # (n > 1) est défini par (cf. 
notation du paragraphe 4.4) 

PHSW = E " ( M ) • • • n(6N • • • M № • • • ¿1 A), 
$ i , . . . , « „ € { r 0 , 7 i } 
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où l'on a posé u(X) = \H(X)\2. Ainsi on a pour toute fonction / dans La 

PHH*) - PHf(v) = E • • • • • • . •. 6lX) - f(6n.. • %)] 

*i,...,£n€{T0,Ti} 

+ E • • • ¿Mufax) • • • u(6n - • • <5xx) 

*i,...,*n€{To,Ti} 
- t i ( í ix)---u(í n --- í i í , ) ] . 

Il est clair que les fonctions À —• u(Si\) • • • u(6n - • • ^ A) sont de classe C a et on obtient 

finalement que 

\PHK*) - PH№\ < 2 - n 1 | P ^ l | | oom 0 ( / ) | x - y\* + CnWfUx - y\°, 

la constante cn ne dépendant que de l'entier n et de la fonction u. Le lemme est ainsi 

démontré. • 

Pour obtenir (P3) il faut adjoindre à la propriété (61) la condition (32) (cf. paragraphe 

4 ) , puis les hypothèses obtenues dans [2] et [5]. Reprenant la terminologie présentée dans 

[5], nous appelons trajectoire de x, où x G [0, 2TT], tout sous-ensemble de [0,27r] de la 

forme {6n---6ix, n > 1} où {6n, n > 1 } est une suite d'éléments de { T o , 7 i } vérifiant 

\H(6n • • • Six) • • • H(6ix)\ > 0 pour tout entier n > 1. Un compact F de [0,2TT] est dit 

invariant si, pour tout x e F et tout 6 G { 7 o , 7 i } tels que u(6x) > 0, on a Sx G F. 

T h é o r è m e 7.3. Soit H une fonction 2n-périodique, de classe Ca(0 < a < 1) et vérifiant 

H(0) = 1. Les deux propriétés suivantes sont équivalentes. 

1. La fonction (f> solution de (1) est de carré integrable sur M, engendre par translations 

entières un système de Riesz et la série scalaire 6 associée à <f> est de classe CQ. 

2. H vérifie H(ir) = 0, (32), (61) et il n'existe pas de compact invariant disjoint de 

{ 0 , 2 * } . 

Dans le cas particulier où H admet un nombre fini p de zéros, l'hypothèse du 2) sur les 

compacts invariants peut être remplacée par la condition suivante 

VA G Z p , A 9¿ 0, 3(i G C(X) tel que H(fi + TT) ^ 0. (64) 

D é m o n s t r a t i o n Les propriétés relatives aux compacts invariants sont prouvées dans 

[2], [5] et nous supposerons pour simplifier la démonstration ci-dessous que H admet un 

nombre fini p de zéros. 

1. 2. . D'après la proposition 3.1, la fonction 0 vérifie (12) et l'on peut donc définir 

sur l'espace B (cf. dem. du théorème précédent) les opérateurs R^f = 0~lP}î{Qf) (n € 

IV*). On vérifie immédiatement que les opérateurs Rn sont positifs, bornés sur (B, \\ • | |oo) 
et vérifient Rnl = 1. On en déduit que s u p { | | i 2 n / | | o o , / € £ , | | / | | « > = 1 } = l l # n l | | a > = 

1. Ainsi pour toute fonction / dans B et tout entier n > 1, on a H ^ i ^ / H o o = 
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||J2n(*-7)Hoo < lirVIloo, c'est-à-dire \0'l(\)I^f(X)\ < H^VIU m d'où grâce à (12) , 

C I ^ H / ( ^ ) I — cll/lloo PPi c e Qui prouve la propriété (61) . Les conditions H(7r) = 0 et (32) 

sont satisfaites d'après le paragraphe 4.2. Enfin la propriété (64) (qui est l'analogue de la 

condition (42) du paragraphe 5) se démontre par l'absurde (cf. début de la démonstration 

de la proposition 5.7). 

2. = ^ 1 . . Notons tout d'abord que la condition (61) assure l'existence d'une fonction 

7 positive, de classe C a , non nulle en 0 et P#-invariante (cf. démonstration du théorème 

précédent). Nous allons démontrer que la fonction 7 est strictement positive. Il suffit pour 

cela de reprendre les techniques établies dans la preuve du théorème 5.4. En effet si 7 
s'annule en un réel À G]0,27r[, alors H(^) ^ 0(respectivement + 7r) ^ 0) entraîne que 

7 ( | ) = 0(respectivement que 7(-| + 7r) = 0 ) . D'après (32) l'une de ces deux propriétés est 

vérifiée. Etudiant séparément les cas A ^ Z, A G Z - Z p , À G Z p , on en déduit l'existence 

d'un réel x , zéro de 7, appartenant à 0\ mais non contenu dans Z. L'itération de la 

propriété ci-dessus (à partir de x) assure alors que 7 admet une infinité de zéros sur 0 X . 

Mais puisque par hypothèse les zéros de H sont en nombre fini, il existe nécessairement 

un élément y dans 0 X , zéro de 7 et tel que l'ensemble 0y ne contienne aucun zéro de H, de 

sorte qu'on a 7 ( ^ ) = 0 pour tout entier k > 0, ce qui est impossible car 7 est continue et 

non nulle en 0. La fonction 7 étant strictement positive, on peut définir sur LQ l'opérateur 

Rf = 7 - 1 ^ ( 7 / ) , soit encore, Rf = « ( $ ) / ( $ ) + 0 ( | + * ) / ( $ + *) où a(X) = ^H%fl 

La fonction a est de classe CQ et vérifie a(0) = 1 et a(À) + a(A + 7r) = 1. Par conséquent la 

fonction V(X) = Ylt^i a(^) e s t définie (cf. lemme 2.1) et les résultats établis dans [5, cf. 

théorème 8.3] assure que la fonction g(X) = J2kez ^ (A + 2kn) est identiquement égale à 
A 

1. En outre, on a de manière évidente |</>(A)|2 = 7(A)V(A). On en déduit que la fonction 

7 et la série scalaire 6 associée à <j> coïncident sur JR. La fonction 6 est donc de classe 

C a , strictement positive, ce qui entraîne la double inégalité (12) et prouve finalement 

l'assertion 1.. • 

Remarque 

Nous pouvons à présent préciser le spectre de l'opérateur PH sur LQ dans le cas où la 

propriété (P3) est satisfaite. Rappelons tout d'abord que le fait que H soit un polynôme 

trigonométrique ne joue aucun rôle dans la démonstration de la proposition 5.6 (cas d = 1 

ici). Seule la continuité de la série scalaire 0 intervient de sorte qu'on a (dans le cadre du 

théorème 7.3) d imKer(P/ / — Id) = 1 où Pu est ici considéré comme opérateur sur l'espace 

des fonctions continues 27r-périodiques. En d'autres termes 0 est l'unique fonction PJJ-

invariante continue (à un scalaire multiplicatif près). D'autre part reprenant les notations 

établies ci-dessus, il est clair que si / est fonction propre de Pu relativement à une valeur 

propre a , alors 0~lf est fonction propre de l'opérateur R relativement à a . Or d'après 

les résultats de [5, cf. théorème 8.1], on sait que 1 est l'unique valeur propre de R sur 

le cercle unité. On déduit de ce qui précède que 1 est aussi l'unique valeur propre de 

PH sur le cercle unité. Enfin grâce à (63) , on obtient que pour toute fonction / continue 

27r-périodique, la suite ( P # / ) n > i converge uniformément vers la fonction / ( 0 ) 0 quand 

n—>+oo . 
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7 .2 . C a s m a t r i c i e l 

L'opérateur PH associé à une fonction matricielle H est défini par 

(cf. paragraphe 4 ) . 

La notion de fonction matricielle de classe Ca est définie dans le paragraphe 2. Enfin 

rappelons que nous désignons par I la fonction matricielle identiquement égale à la matrice 

identité dans M(d, C ) . 

T h é o r è m e 7 . 4 . Si H est une fonction matricielle 2TÏ-périodique de classe Ca(0 < a < 

1), à valeurs dans M(dy C ) , vérifiant les conditions (37) et (38), et si l'opérateur PH 

associé satisfait à l'hypothèse suivante 

sup HP^IIco < + o o , (65) 
n>l 

alors les fonction <£i,. . . ,<^d définies par (6) avec x = Mé[ sont de carré intégrable sur 

M. 

En outre si la série matricielle 0 associée aux fonctions < ^ i , . . . , < ^ est continue et si 

H vérifie (32) et admet un nombre fini p de zéros et vérifie la propriété 

VA G Z p , A ^ 0 ,3 / i € C( A) tel que det H (fi + TT) ^ 0, (66) 

alors les fonctions . . . , <f>d engendrent par translations entières un système de Riesz si, 

et seulement si, det 0(0) est non nul. 

Les remarques concernant ce théorème sont identiques à celles du cas scalaire. En 

particulier nous obtenons que les fonctions < ^ i , . . . , <f>d appartiennent à IL2(M) si H vérifie 

la condition H(\)H(\y + H(X + ic)H(\ + TT)* < Id. 

Notons en outre que (65) est une condition nécessaire à la propriété (P3) . En effet 

notons H$° l'espace des fonctions matricielles 27r-périodiques, à valeurs dans l'ensemble 

des matrices hermitiennes et vérifiant ||F | |oo = sup ess | F ( - ) b < + ° o . Plaçons-nous dans 

le cas général où ||iï | |oo < + ° o et supposons la propriété (P3) vérifiée, c'est-à-dire que les 

solutions < £ i , . . . de (4) sont de carré intégrable sur 2R et engendrent un système de 

Riesz. Reprenons à présent la démarche vue au début de la démonstration du théorème 

7.3 en définissant cette fois sur H? les opérateurs RnF = 0 - * P # (0~^~* )0~* ( n
 € W ) , 

où l'on a désigné par 0 la série matricielle associée aux fonctions <^>i, . . . , On montre 

alors, grâce à la double inégalité (12) , qu'il existe une constante c > 0 telle que l'on ait 

pour toute fonction F dans Hf, \PHF(X)\2 < cHFH^, ce qui prouve la propriété (65). 
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Enfin notons que 0 est continue dès que les fonctions <f>i,... ,<f>d s o n t suffisamment 

localisées à l'infini (par exemple si |<^i(x)| H < c ( l + M ) ~ 2 ) -

Démonstration du théorème 7.4 Les techniques établies dans le cas scalaire s'étendent 

sans difficultés au cadre vectoriel, les ensembles C , M et 2R + devant être remplacés re­

spectivement par l'espace M(d,C ) , l'espace H(d,C ) des matrices hermitiennes et en­

fin l'ensemble des matrices hermitiennes positives. Ainsi nous désignerons ici par B 

l'espace des fonctions 27r-périodiques, continues à valeurs dans H(d, C ) , muni de la norme 

IIFHoo = supA |-F(A)| 2 (F € B) et par L a , le sous-espace de B composé des fonctions de 

classe C a . Pour F 6 L a , nous posons 

• M * " ) = ««P { | F (friy ) l a»y € 1 ° . 2 ' ] . * * • 

Enfin nous munissons l'espace LQ de la norme || • || = || • + m(F). L'opérateur PJJ est 

de manière évidente borné sur (B, || • ||oo). Par ailleurs on montre aisément par récurrence 

que 

W ) = E H(8i\)... H(6n... M № n • • • ( * » • • • W •. • H(6lX)\ 
ft,...,«n€{To,T1} 

La différence avec le cas scalaire réside dans le fait que l'anneau M(d, C ) n'est pas 

commutatif. Cependant ceci n'importe pas dans les calculs rencontrés pour établir le 

lemme 7.2 et l'on montre comme dans le cas scalaire qu'il existe pour tout entier n > 

1 une constante Rn > 0 telle que l'on ait pour toute fonction F dans La, \\PffF\\ < 
2"waH-p5^lloo||-F,|| + #n||^||oo, ce qui prouve en particulier que PH est borné sur ( L a , || • | | ) . 

Par conséquent l'opérateur Pu va satisfaire aux hypothèses du théorème de Ionescu-Tulcéa 

et Marinescu. Reprenons pour simplifier les notations utilisées dans le cas scalaire. On 

montre alors dans un premier temps qu'il existe dans l'espace E = ©|A, |=I Ker(A t /d — PH) 

(qui est de dimension finie) une fonction matricielle G telle que G(X) soit hermitienne 

positive pour tout réel A et vérifie la propriété G(0)ii = e[. Utilisant l'ensemble convexe 

compact r = {F 6 E,F{\) > 0 VA € M,F{0)é{ = éî, < | |G | | i } où || • ^ est définie 

comme dans le cas scalaire, on montre grâce au théorème de Schauder-Tychonoff qu'il 

existe un élément 7 de T P//-invariante. On conclut alors comme pour le théorème 5.1, à 

savoir grâce au lemme 5.2 et au lemme de Fatou. 

Démontrons à présent la dernière assertion du théorème. Le sens direct de l'équivalence 

est évident. Réciproquement supposons que det 0(0) soit non nul et démontrons que 6 

vérifie la double inégalité (12) . La seconde inégalité de (12) est satisfaite car 0 est continue. 

Pour prouver la première inégalité de (12) , on procède par l'absurde en supposant qu'il 

existe un réel A G]0,27r[ tel que det 6(X) = 0. Les techniques établies dans la démonstration 

du théorème 5.4 s'appliquent ici et on obtient qu'il existe un réel x élément de 0A, non 

contenu dans Z et vérifiant de t0(x) = 0. Enfin d'après l'hypothèse sur les zéros de 

det # ( • ) , on sait qu'il existe un réel y élément de 0 X , vérifiant det 6(y) = 0 et tel que 0^ 

ne contienne aucun zéro de H. On en déduit que det 0(^fc) est nul pour tout entier k > 0, 

ce qui est impossible car det 6(0) ^ 0. Le théorème est ainsi démontré. • 
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Conclusion 

Nous avons répondu aux problèmes posés dans l'introduction, à savoir : étant donnée 

une fonction H scalaire ou matricielle, nous disposons de critères (cf. paragraphe 5 et 7) 

précisant si les fonctions <f>\,..., cf>d solutions de l'équation (4) associée à H sont de carré 

integrable sur M et dans ce cas, si ces fonctions engendrent par translations entières un 

système de Riesz. Avant de dégager les possibilités de construction dans le cadre vectoriel, 

nous rappelons brièvement les différents points de vue adoptés dans le cas scalaire. 

Considérons tout d'abord une analyse multi-échelle (Vn)ninz quelconque, une fonction 

d'échelle <f> et notons 6 la série scalaire associée à cette dernière. Reprenant les notations et 

résultats du paragraphe 3, on sait que les fonctions <¿> et a définies par <¿>(A) = 0~1(\)<j)(\) 

puis cr(\) = 0 ~ 2 (A)<£(À), engendrent par translations entières respectivement, la base 

duale dans Vo de {<j>(- — & ) , & € Z}, et une baise orthonormée de Vo- Nous disposons donc 

des convergences suivantes dans L2(M) 

/ ( * ) = lim 2"£</,#(2n.-*)M2n*-*) (67) 

/ ( * ) = lim 2 N £ ( / , < 7 ( 2 n - - f c ) ) < 7 ( 2 n x - Â : ) . (68) 

Si (¡> est à support compact, la série intervenant dans (67) est en fait une somme finie 

pour x fixé. Cependant dans ce cas les fonctions <j> et a ne sont pas à support compact, ce 

qui rend difficile dans la pratique le calcul des coefficients ( / , <^(2n • —k)) ou l'utilisation 

de (68) . Notons qu'aucune hypothèse n'est faite jusqu'ici sur l'analyse multi-échelle, la 

fonction d'échelle </>, ou encore le filtre H associé à <f> par l'équation (2) . 

Le second point de vue consiste à imposer au départ des conditions sur H afin d'obtenir 

des propriétés précises sur la fonction <j> solution de (2) (localisation, régularité, propriété 

de la famille composée de translatés entières de <f>). Par exemple nous savons que partant 

d'un polynôme trigonométrique / / , la solution <f> est à support compact. Le problème 

concernant la régularité de <f> est beaucoup plus délicat. Les différentes méthodes relatives 

à cette question sont basées sur la formule n ¡ T ^ i c o s F = ^yT' ^ n e ^ e t > o n s a ^ q u ' u n e 

condition nécessaire pour que <f> soit de carré integrable est que H s'annule en 7r. Si par 

exemple H est un polynôme trigonométrique, on écrit 

| f f (A) | 2 = ( c o s ^ ) 2 " | V ( A ) | 2 , (69) 

où V est un polynôme trigonométrique ne s'annulant pas en 7r. Il vient que <^(À) = 

Í 5213. J | y ( A ) | 2 J # . p # Conze montre dans [3] que l'ordre de régularité de <f> défini 

par a = sup{s > 0| fR |<¿(A)| 2(l + |A| 2 5)dA < +00} est situé dans l'intervalle [p-0.51og 2 a -

0.5, p - 0 . 5 1 o g 2 a + 0.5] où a est la plus grande valeur propre positive de l'opérateur 
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Py associé au polynôme trigonométrique V . On peut évidemment définir de manière 

différente Tordre de régularité de <f> (cf. [2], [6]). 

La propriété souhaitée sur la famille des translatés entières de <j> fournit une condition 

importante sur H (dite condition algébrique). Si par exemple on désire construire un 

système orthonormé (on dit que (f> est une "ondelette orthogonale"), alors H doit satis­

faire à la condition orthogonale | # ( A ) | 2 + \H(X + 7 r ) | 2 = 1 et on sait que réciproquement, 

cette condition adjointe à des hypothèses de nature géométrique sur les zéros de H (cf. 

[5]) entraîne que la fonction <f> engendre un système orthornormé. I. Daubechies [6] con­

struit ainsi pour chaque entier p > 1 une ondelette orthogonale à support compact et 

de classe Cp. Suivant le même ordre d'idée on peut construire (cf. [2]) des couples 

(<£, <j>) de fonctions d'échelle à support compact vérifiant la condition de biorthogonalité 

(<^(- — fc),^>(- — (>)) = ôkyt (k,t G Z). Notons que les polynômes trigonométriques 

H et H associés par (2) respectivement aux fonctions cf> et <$> vérifient nécessairement 

H(X)H(X) + H(X + 7r)H(X + 7r) = 1 (utiliser pour cela la condition de biorthogonalité 

et la formule sommatoire de Poisson). A. Cohen montre qu'inversement il est possi­

ble, partant de deux polynômes trigonométriques satisfaisant à l'hypothèse ci-dessus, de 

construire des ondelettes biorthogonales. Notons que les familles composées des transla­

tions entières respectivement de </> et <t> n'engendrent pas le même espace dans iL 2 ( JR) . 

Autrement dit nous ne cherchons pas à construire comme dans le paragraphe 3 une fonc­

tion </> contenue dans l'espace engendré par les translatés entières de <j>. C'est pourquoi il 

n'y a pas d'obstruction à obtenir deux fonctions <f> et ^> à support compact. 

Une autre condition algébrique, de nature tout à fait différente des deux précédentes, 

résulte de la construction d'ondelettes interpolantes (cf. paragraphe 6.1) et s'écrit H(X) + 
H(X + 7c) = 1 (découle de l'identité Ylkez 4>(X + 2kir) = 1 qui exprime que <f>(n) = <5 0, n, n G 

Z). A notre connaissance aucune étude systématique n'a été entreprise concernant la 

réciproque. On souhaiterait en effet, partant de la condition ci-dessus sur H, disposer 

de critères assurant que la fonction <f> associée vérifie la condition d'interpolation écrite 

ci-dessus. 

Au vu de cette liste (non exhaustive) des constructions d'ondelettes classiques, nous 

allons essayer de présenter d'éventuelles généralisations au cadre vectoriel. Les critères 

relatifs à (P2) et (P3) sont sensiblement les mêmes que ceux du cas scalaire et tout 

à fait utilisables dans la pratique quand H est un polynôme trigonométrique à coeffi­

cients matriciels, puisqu'ils reposent sur le calcul de valeurs propres d'une matrice. Si 

on note . . . , fa les solutions de (4) et Vo l'espace engendré dans I?(]R) par les trans­

latés entières de ces d fonctions, alors les fonctions . . . , ^ (respectivement &i,..., ad) 
définies par (17) (respectivement (18)) engendrent par translations entières la base de 

Riesz duale de {T*<£ t , i = 1 , . . . , d, k E Z} dans Vo (respectivement une base orthonormée 

de Vo), ce qui fournit les formules d'approximation suivantes dans L2(M) 

f(x) = lirn £ £ 2n(f,M2n • -k))M2nx - k) 

= lim è ^ a , ^ " . - * ) ) ^ * - * ) . 

Notons que ces convergences sont vérifiées dans des espaces autres que ÏÏ?{M) dès que les 
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fonctions fa et fa (respectivement <7T) sont suffisamment régulières et localisées à l'infini. 

Si par exemple les fonctions fa sont à support compact et de classe Cr(r G IN*) alors les 

convergences ci-dessus sont satisfaites dans les espaces de Sobolev JL*(H) (1 < p < + 0 0 ) 

ou encore au sens de la convergence presque-partout. D'autre part dans ce cas, la série 

intervenant dans la première des deux convergences ci-dessus est une somme finie pour x 

fixé. Cependant comme dans le cas scalaire, les fonctions fa et <j t ne sont pas à support 

compact, ce qui pose des problèmes dans la pratique. Ainsi, pour obtenir des formules 

d'approximation efficaces, nous devons suivre la même démarche que dans le cas scalaire, 

c'est-à-dire déterminer des méthodes de construction permettant d'obtenir des propriétés 

précises sur les ondelettes fa,..., fa (décroissance, régularité, propriété de la famille des 

translatés entières des fonctions fa,..., fa). Les problèmes concernant la décroissance se 

résolvent comme dans le cas scalaire. En particulier si H est un polynôme trigonométrique 

à coefficients matriciels alors les solutions fa,..., fa de (4) sont à support compact (cf. 

paragraphe 4 ) . En revanche la régularités pose problème. En effet l'anneau M(d,C ) 

n'est pas commutatif, ce qui rend inefficace toute méthode basée sur une factorisation ma­

tricielle analogue à (69) . Nous disposons cependant d'un test simple (sur les valeurs pro­

pres de l'opérateur PH) permettant de décrire l'ordre de régularité des fonctions fa,..., fa 

défini par l'entier n = sup{p G JV| J « ( | Â ( A ) | 2 + • • • + \fdW\2)(l + \X\2p)d\ < + 0 0 } . 

A ce premier problème il faut ajouter le fait que la propriété dim K e r ( P # — Id) = 1 

vérifiée dans le cas scalaire ne l'est plus en général dans le cas vectoriel (cf. proposition 

5.6). Si par exemple on souhaite construire des fonctions d'échelle fa,..., fa engendrant 

par translations entières un système orthonormé, alors la condition algébrique est donnée 

par H(X)H(X)* + H(X + 7r)H(X + TT)* = Id, et réciproquement, étant donnée une fonction 

matricielle H vérifiant cette dernière hypothèse, on sait que les solutions fa,..., fa de 

(4) sont de carré intégrable sur №. La fonction matricielle I identiquement égale à la 

matrice Id dans M(d, C ) et la série matricielle 0 associée à ces d dernières fonctions sont 

toutes les deux P#- in vari antes, mais à la différence du cas scalaire on ne peut conclure, 

du moins de manière systématique, que 0 et I coïncident, c'est-à-dire que la famille des 

translatés entières de fa,..., fa est orthornormée. Dans le cas où H est un polynôme 

trigonométrique (ou plus généralement si 0 est continue), les fonctions 0 et I coïncident 

si on a 0(0) = Id (cf remarque et proposition 5.6), ce qui en pratique nécessite un calcul 

approché de 0(0). Notons pour clore ce point que les bases d'ondelettes orthogonales du 

cadre vectoriel ne présentent à priori guère d'intérêt par rapport à celles du cas scalaire. 

En revanche l'aspect matriciel apparaît de manière naturelle dans la théorie d'interpolation 

dyadique d'ordre d (cf. paragraphe 6.2), et ceci de manière non réductible au cas scalaire 

si l'on excepte les exemples tels que ceux issus des fonctions splines (cf. paragraphe 3) . 

Rappelons que la condition algébrique s'écrit H(X) + H(X + TT) = d i a g ( l , 2 ~ \ . . . ,2'd). 

Comme dans le cas scalaire, le problème est de savoir si en retour il est possible de préciser 

les hypothèses sur H, qu'il faut adjoindre à la condition ci-dessus, pour que les fonctions 

d'échelle fa,..., fa associées forment une famille de fonctions principales, c'est-à-dire 

vérifient <f>\j)(n) = 60tn6ij (n G 2S, i, j = 0 , . . . , d). 
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