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RÉSUMÉ. - Soit X un espace métrique compact, {~(~r, .), 
une famille de mesures positives sur X, et P l’opérateur positif défini

par = / /(~/)~(~ dy), que nous supposons continu sur C (X)
et quasi-compact sur l’espace E03B1 des fonctions 03B1-hôlderiennes sur X où

+00

0  o; ~ 1. On sait qu’il existe alors un entier v tel que U Ker (P~ 2014 p)l =
~=1

Ker (PI - où p est le rayon spectral de P, et P’ = L’objet de
ce travail est d’expliciter une condition nécessaire et suffisante pour qu’il
existe q > 0 dans C (X) telle que (P - = 0. Sous cette condition nous

décrivons, quand v == 1 l’espace Ker (P - p) , et pour p = 1 1 les
mesures P-invariantes. Nous appliquons l’étude aux opérateurs de transfert.

Mots quasi-compacité, opérateur positif, spectre.
ABSTRACT. - Let X be a compact metric space, {?7(~ .), .rG X}

a family of non negative measures on X, and P the positive operator

defined /(~/)~(~, dy), which we suppose to be bounded
on C (X) and quasi-compact on the space E03B1 of 03B1-hôlderian functions
where 0  ~ ~ 1. We known that there exists an integer v such that

Classification A.M.S. : 47 B 07, 47 B 65, 58 F 11.
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438 L.HERVÉ

+00

U Ker (P~ - /))~ Ker (P~ - p)", where p is the spectral radius of P, and
/=i

P’ = The object of this work is to give a necessary and sufficient
condition for the existence of a ~ > 0 in C (X) such that (P - p)"~ = 0. In
this case we describe, when v = 1 the space Ker (P - ~), and for p = 1 and
~ ~ 1 the P-invariant measures. We give applications to transfert operators.

1. INTRODUCTION

Soit (X, d) un espace métrique compact, et (E, ~ - ~) l’espace des
fonctions continues sur X muni de la norme uniforme. Rappelons qu’un
opérateur défini sur L~ (X) est dit positif s’il laisse invariant le cône formé
par les fonctions à valeurs positives.

Soit P un opérateur positif borné sur E, et p son rayon spectral. La théorie
spectrale classique des opérateurs positifs [22] assure que, si la résolvante R
de P admet un pôle sur le cercle Cp de centre 0 et de rayon p, alors p est
une valeur propre, et plus précisément un pôle de la résolvante d’ordre
maximal sur C~. C’est par exemple le cas si P est un opérateur positif
compact sur E, et p admet alors une fonction propre à valeurs positives ou
nulles (théorème de Krein-Rutman [22]).
Comme le montre la définition ci-après, l’hypothèse de quasi-compacité

([15], [13], [8]) (valable pour un opérateur non nécessairement positif) est
parfaitement adaptée à la condition ci-dessus sur la résolvante :

DÉFINITION. - Soit un espace de Banach complexe. Un
opérateur T, borné sur L, de rayon spectral p (T), est dit quasi-compact s’il
existe un réel r, 0 ~ r  p (T), N et F supplémentaires
dans L, stables par T, tels que

1 ~ dim que des valeurs propres de module ~ r,
F est fermé et le rayon spectral de T) p est strictement inférieur à r.
La borne inférieure des réels r satisfaisant à la propriété ci-dessus

est appelée rayon spectral essentiel de T. Les conditions classiques
de Doeblin-Fortet, notamment celles du théorème de Ionescu-Tulcea et

Marinescu, fournissent une classe importante d’opérateurs quasi-compacts.
Plus précisément on montre dans [8] le résultat suivant :

Annales de l’lnstitut Poincaré - Probabilités et Statistiques



439ÉTUDE D’OPÉRATEURS QUASI-COMPACTS POSITIFS

S’il existe une norme ] ]. ) ) sur L telle que T soit compact de (L, 
dans (L, ~ ’ et si, pour chaque entier ~ ~ 1, il existe des réels positifs Rn
et rn tels que l’on ait,  p(T), et pour tout f ~ L,

alors T est quasi-compact. En fait, T vérifie la définition ci-dessus

avec r = lim inf 

La propriété de quasi-compacité a été beaucoup utilisée en théorie des
probabilités, notamment pour l’ étude des opérateurs de transitions [16], mais
également pour établir des théorèmes limites ([7], [14], [8]). L’ensemble L
considéré est souvent l’espace E03B1 des fonctions 03B1-hôlderiennes sur X,
où 0  o~ 1. En effet, d’une part les inégalités de Doeblin-Fortet

s’obtiennent facilement avec la norme hölderienne usuelle (cf § 2.4 et

3.2), et d’autre part les espaces E~ s’introduisent naturellement dans la

dynamique symbolique ([19], [1], [17]) qui constitue également un champ
important pour l’utilisation des opérateurs quasi-compacts. On trouvera
dans [6] une présentation générale des différents domaines dans lesquels
interviennent les techniques d’opérateurs quasi-compacts. Mentionnons

enfin que les propriétés spectrales de quasi-compacité ont été précisées
pour les opérateurs définis sur un espace d’Hölder Cr avec r ~ 1 [20], et
généralisées, sous des hypothèses classiques d’équicontinuité, au cas des
opérateurs de transitions définis uniquement sur E [18].
Dans ce travail nous étudions les opérateurs à noyaux positifs

bornés sur E, et quasi-compacts sur E~. Plus précisément, étant donné
une famille {7/(~’),~GX} de mesures positives surX telles que

nous considérons dans le paragraphe suivant

l’opérateur P défini sur L~ (X) par

Il est clair que P est positif. Nous supposerons en outre que P est

un opérateur borne sur E, qu’il laisse invariant l’espace des fonctions
hölderiennes d’ordre a où 0  03B1 ~ 1, et enfin que P est quasi-compact sur
ce dernier espace.

Grâce aux techniques présentées dans [8], nous redémontrons que le

rayon spectral p de P est une valeur propre d’indice fini v sur E*, et qu’il
lui est associé une fonction propre ~ régulière à valeurs positives ou nulles.
Dans le cas particulier des opérateurs de transitions (on a alors P1x = 1x et
p = 1), une étude plus précise de l’espace des fonctions de E solutions de
P/ = / est faite dans [16] sous une condition assez forte d’irréductibilité.
L’objet de ce travail est de s’affranchir de l’hypothèse d’irréductibilité, et de

Vol. 30, n° 3-1994.



440 L. HERVÉ

déterminer la dimension et une base particulière, de l’espace des fonctions
continues solutions de P/ = /)/ quand v = 1, et de l’espace A~ des mesures
P-invariantes quand p = 1. Commençons par remarquer que si la fonction ~
ci-dessus est à valeurs strictement positives, on peut considérer l’opérateur
relativisé P de P défini par

Comme P1x = lx, P appartient à la famille des opérateurs de transitions
étudiés dans [16]. On a Ker(P - p) = et, si p ==

1, ~/(= { ~~~ ~ ~ .M }, où .M est l’espace des mesures P-invariantes.
Par conséquent les résultats de [16], basés sur les propriétés de noyaux
ergodiques, permettent de décrire les deux espaces mentionnés ci-dessus.
Nous nous proposons donc dans le paragraphe 2 de

(A) trouver une condition nécessaire et suffisante pour qu’il existe une
fonction, > 0 régulière telle que P~ = ~y, et de décrire sous cette dernière
condition l’espace des fonctions continues solutions de P f = p f, et l’espace
des mesures P-invariantes quand p == 1.

(B) généraliser l’étude de M (évidemment quand p = 1) dans le cas

~ ~ 2.

La résolution du problème (A) est une simple généralisation des

techniques de [16]. Pour l’ étude de (B), nous supposons p == 1 2,
ce qui interdit l’existence d’une fonction, > 0 telle que P~ == ~ et nous
cherchons une condition nécessaire et suffisante pour qu’il existe go > 0
telle que (P - go = 0. Nous explicitons sous cette dernière condition
la dimension et une base de M.

Soit maintenant X = [0, l], et u une fonction continue à valeurs positives
ou nulles sur [0, 1]. Posant pour .rG [0, l],

on retrouve l’opérateur de transfert, noté en général P u, dénni par

Ce type d’opérateurs a fait l’objet de nombreux travaux dans le cas

normalisé, c’est-à-dire quand M vérifie u(x)+u(x+1 2) =1 pour tout

rG 0, - . Ceux-ci portent essentiellement sur le comportement de la

suite des itérés (P~, ~ G N), lié à la détermination des fonctions continues

Annates de Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



441ÉTUDE D’OPÉRATEURS QUASI-COMPACTS POSITIFS

invariantes par Pu, ainsi que sur la nature des mesures de probabilité Pu-
invariantes. Cette étude est présentée, sous des hypothèses de régularité
ou de stricte positivité de u dans [21], [12], [16], [23], et dans [4] sous
des conditions plus générales sur la régularité de u et sur les zéros de u.

Signalons que la quasi-compacité de Pu est assurée si u est hölderienne

d’ordre a.

Dans le paragraphe 3, nous commençons par rappeler quelques propriétés
sur les compacts invariants [4], et nous explicitons une hypothèse très

générale sur u qui nous permettra d’appliquer aux P~, de manière simple et

explicite, les résultats du paragraphe 2. Mentionnons que les opérateurs P~
jouent un rôle important dans la construction et l’ étude des analyses
multirésolutions ([4], [3], [2], [9]). Enfin on trouvera dans [10] une

généralisation des opérateurs de transfert au cadre matriciel, et son

application aux ondelettes.
Je remercie Jean-Pierre Conze et Albert Raugi pour leurs conseils et

encouragements lors de la préparation de ce travail.

2.ÉTUDE SPECTRALE DE P

Dans ce paragraphe, X est un espace métrique compact,

{~(~r,-), ~ ~ X} une famille de mesures positives surX telles que

sup yy (~ X)  +00. On note P l’opérateur positif défini sur L~ (X) par
x ~ x ,

Nous supposons désormais que P est un opérateur borné sur E, et qu’il
est quasi-compact sur l’espace E03B1 des fonctions 03B1-hölderiennes dont nous

rappelons la définition ci-dessous.
Pour tout compact A de X, nous notons (EA, l’espace des

fonctions continues sur A, à valeurs dans C, muni de la norme uniforme.

Quand A = X, nous notons simplement cet espace. Pour f ~ EA,
nous désignons par Z (/) l’ensemble des zéros de/

Soit a un réel tel que 0  o~ 1. Nous notons et plus simplement E~

quand A = X, le sous-espace de EA constitué des fonctions vérifiant

Nous noterons ~o; au lieu de Nous munissons E~ de la norme
||| ||| A, 03B1, notée ||| |||03B1 quand A = X, définie par:

-.... I - I I

Vol. 30,n° 3-1994.



442 L.HERVÉ

Enfin si  est une mesure de Radon sur X, nous notons P la mesure
définie par

Nous désignons par A~ l’espace des mesures de Radon sur X P-invariantes
(c’est-à-dire vérifiant ~P = /~).

2.1. Compacts absorbants et opérateurs PK

Compacts absorbants. - La notion de compacts absorbants s’introduit
naturellement à travers la remarque suivante : soit f ~ E à valeurs positives
ou nulles telle que P/ = /?/ avec /3 > 0. Alors si f (~) = 0, on a f (~/) = 0
pour tout point y appartenant au support de la mesure 7y (x, .) . Autrement
dit Z (/) contient le support de 77 (~-) pour tout x ~ Z(/). L’ensemble
fermé Z (/) est un premier exemple de compacts absorbants dont nous
donnons maintenant la définition :

Un compact K de X est dit absorbant pour tout
x e K, c’est-à-dire si K contient le support de ~(.r, .) pour tout x ~ K.
Nous dirons qu’il est absorbant minimal s’il n’existe pas de compact
absorbant non vide strictement inclus dans K.

Remarque. - L’étude de Ker (P - ~ et de M va dépendre du nombre
maximal 7~ de compacts absorbants disjoints. Supposons que ce dernier
soit fini et considérons ?~ compacts absorbants disjoints Ai, ’ - -, 
Soit I G { 1, ’ ’ -, nc } : il résulte de la définition de nc que deux compacts
absorbants quelconques, inclus dans A/, se recoupent nécessairement. On en
déduit que l’intersection de tous les compacts absorbants contenus dans Ai
forme un compact absorbant minimal non vide. Il existe alors une famille

de ~c compacts absorbants minimaux disjoints.

Les opérateurs PK. - Soit K un compact absorbant. Pour tout f e EK
et tout x ~ K, nous posons

Si K = X on a évidemment Px = P. D’après la dénnition même d’un

compact absorbant, PK définit un opérateur borné et positif sur EK, vérifiant
en outre pour tout / G E,

où l’on désigne par g|K la restriction d’une fonction g à K.

Remarques. - a) II est clair que chaque PK est quasi-compact sur E~.
Annales de l ’lnstitut Poincaré - Probabilités et Statistiques



443ÉTUDE D’OPÉRATEURS QUASI-COMPACTS POSITIFS

b) Soit K un compact absorbant, et 03B3 une fonction de EK, a valeurs

positives, vérifiant PK 7 = /?7~ où /3 > 0. Alors l’ensemble Z (/y) forme un

compact absorbant inclus dans K.

c) Nous verrons que la méthode pour résoudre les points (A) et (B) de
l’introduction consiste à ramener l’étude à un certain nombre de PK, ce

qui est particulièrement intéressant quand K est fini, car PK s’identifie alors
à une matrice.

2.2. Description spectrale des PK

On désigne par K un compact absorbant quelconque. Soit ~K le rayon
spectral de PK sur EK, et plus simplement p pour P. On a

de sorte que p. Pour toute valeur propre A de PK, et tout entier

~1, nous posons

Si, pour un entier z ~ 1, les espaces N~ (A, PK) et (A, PK)
coïncident, nous noterons

l’indice de A pour PK (cf [5]). Pour simplifier, nous noterons v (A) pour
v (A, P) l’indice de A pour P sur E".

THÉORÈME 2. I . - Sur l ’espace Eg, PK admet pK comme rayon spectral et
valeur propre, et possède une fonction propre associée 9 valeurs positives
ou nulles, non identiquement nulle. Les valeurs spectrales de module pK
sont en nombre fini et constituent des valeurs propres. Pour tout I > I et
toute valeur propre A de module pK , l’espace Ni (A, PK) est de dimension
fin ie, et l’ on a

On dispose en outre de la décomposition suivante

9M FK est un sous-espace de stable par PK, et tel que le rayon spectral
de PK|FK soit strictement inférieur à pK.

Remarques. - a) On a supp’" !!P" lx  +00 si, et seulement si,
y~l

~ (p) = 1. L’implication directe est évidente. Réciproquement, si v (p) = 1,
les valeurs propres de module p sont d’indice 1. On conclut grâce à la

décomposition spectrale du théorème 2.1.

Vol. 30, n° 3-1994.



444 L.HERVÉ

b) Si il existe ~ à valeurs strictement positives, telle que P~ == ~,
alors ~(~) = 1. En effet, on a alors avec c G Ri, d’où

c~y pour tout ~ ~ 1, et donc v (p) = 1. En particulier si
la fonction lx est P-invariante, on a p = 1 et v (p) = 1.

Démonstration du Afin de simplifier les notations, nous
donnons la démonstration uniquement pour P, c’est-à-dire pour K = X.
Nous nous inspirons de la preuve donnée dans [8].

Soit 03C103B1 le rayon spectral de P sur Grâce à l’hypothèse de quasi-
compacité, on sait que les valeurs spectrales À de module égal à 03C103B1 sont

en nombre fini et forment en fait des valeurs propres d’indice fini telles

que dim N~) (A, P)  +00. En outre il existe un sous-espace fermé F’
de E", stable par P, supplémentaire à A~= N~) (A, P) dans E~,
et tel que le rayon spectral de Pjp’ est  ~.

La démonstration des autres propriétés utilise la positivité de P :

commençons par prouver que 03C103B1 = p : on a p = lim

|||Pn 1x|||03B1 et ||| I lx!!!. - 1. On que 03C1~ 03C103B1.

Mais, d’après ce qui précède, il existe une valeur propre de module ~
pour P sur d’où nécessairement p~ = p. Démontrons maintenant que

a. II existe 1 G E~ à valeurs positives ou nulles telle que P~ = p~ :
Désignant par une suite décroissante, convergeant vers 1, nous

posons pour tout ~ ~ 1

Il est clair que ~ est une fonction positive de Nous désignerons par
! . |~ et|.|03B1 les normes d’opérateurs associées respectivement 
et !!!-!!!..

Soit Âo une valeur propre quelconque de module p. Nous obtenons, pour
tout g (A, P) et tout ~ e X,

Puisque dim N +00, il existe une constante c > 0 telle que |||
pour tout h~N, d’où

Annales de l’lnstitut Poincaré - Probabilités et Statistiques



445ÉTUDE D’OPÉRATEURS QUASI-COMPACTS POSITIFS

La théorie spectrale classique [5] nous assure que

De l’inégalité ci-dessus, il vient que = +00.
~2014~-)-00

Écrivant lx = g +/ où g e jV, / e F’, nous obtenons 03B3n == gn

où l’on a posé ~ = (ptn - et ~ = (p4. - On a

 +00, car le rayon spectral de P|F’~ 

~o
est  p. On en déduit que

et par conséquent que la suite 1} est bornée dans

l’espace de dimension finie et donc relativement compacte. Il
en résulte que la famille 1} est relativement compacte
dans on peut donc en extraire une sous-suite convergeant dans E~ vers
une fonction 03B3, positive ou nulle, non identiquement nulle car ||| 03B3 |||03B1 1.
et qui, par passage à la limite dans l’égalité ==

1, vérifie bien (~ - = 0.

b. On a v (Ào) ~ ~ (p) pour toute valeur propre Ao de module p :
D’après les résultats classiques de théorie spectrale, Ao est un pôle d’ordre

v (Ao) de la résolvante ~ 2014~ (~ 2014 P)’B ou encore de z 2014~ (~ 2014 
de sorte qu’on a

d’ où, d’après l’inégalité

démontrée ci-dessus pour tout 9 G M,

ce qui prouve bien que ~(/)) ~ D

2.3. Étude des fonctions continues solutions de P/ = /)/
et des mesures P-invariantes

D’après ce qui précède, p est une valeur propre de P sur d’indice

fini v (p) que nous noterons v pour simplifier.

Vol. 30, n° 3-1994.
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Nous donnons des conditions nécessaires et suffisantes pour qu’il existe
une fonction continue q > 0 telle que (P-03C1)03BD q = 0. Sous cette dernière
condition, nous étudions tout d’ abord le cas v = I en déterminant la

dimension et une base particulière de l’espace des fonctions continues
solutions de Pf = pf, et, quand p= I, de l’espace A4 des mesures

P-invarian.tes. Nous généralisons ensuite l’étude de M au cas v > 2.
Remarquons que, si K est un compact absorbant tel que pK  p,

alors toute fonction f de Ker (P - est identiquement nulle sur K :

en effet, tout d’abord si f GKer(P - p), on déduit de (I) que

fiK = 0. Procédons par récurrence en supposant que toute fonction

de Ker (P - p)? i est identiquement nulle sur K of I est un entier tel

que I  I  v-I. Soit f e Ker (P - Ker(P - p)? . Écrivant
Pf = pf + g, of g G Ker (P - p)?, il vient que PK = d’of

fi K = 0, ce qui prouve finalement la propriété annonc£e.
En conséquence, pour qu’il existe dans Ker (P - une fonction

strictement positive, il faut que pK = p pour tout compact absorbant K.

2.3.I. Cas of v = I

Soit nc le nombre maximal de compacts absorbants disjoints. Évidemment
ce nombre peut être infini. Si au contraire nc est fini, nous notons

Ki , ... , Kn, nc compacts absorbants minimaux disjoints.

THÉORÈME 2.2. - Les trois propriétés suivantes sont équivalentes :
I. Il existe une fonction q G E° strictement positive sur X telle que

P’Y " P’Y.
2. On a v = I, et pK = p pour tout compact K absorbant.

3. On a v = I, nc  +~, et 03C1Kl = p pour chaque I = I, ... , nc.

THÉORÈME 2.3. - Description de Ker (P - p). Sous l’une quelconque
des conditions 1 , 2 et 3, l ’espace des fonctions continues sur X solutions de
i équation P f = p f admet une base (qi , ... , q.n, ) formée de fonctions de E° ,
positives ou nulles sur X, vérifiant 03B3i|kj * 0 pour tous I , j G ( I , ... , nc )
tels que I # j. En particulier toute fonction continue f telle que P f = pf
appartient 9 E" .

THÉORÈME 2.4. - Description de M . On suppose que p = I. Sous l’une

quelconque des conditions 1 , 2 et 3, l’espace M des mesures P-invariantes
admet une base ... , formée de mesures positives telles que le

support de chaque i soit inclus dans Kz .

Remarque. - Si K est un compact absorbant de cardinal fini, l’hypothèse
pK = p se vérifie facilement car PK s’ identifie £ une matrice.

Annales de l’lnstitut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



447ÉTUDE D’OPÉRATEURS QUASI-COMPACTS POSITIFS

Démonstration du théorème 2.2. - Quitte à remplacer P par 03C1-1 P, on
peut supposer que p = 1. Nous avons déjà remarque que l’existence

d’une fonction P-invariante continue et strictement positive entraîne ~ = 1.
L’implication 1 =~ 2 résulte de cette remarque et du fait que toute fonction

strictement positive P-invariante induit sur chaque compact absorbant K une
fonction de EK PK-invariante à valeurs strictement positives. Démontrons
maintenant le

LEMME 2.5. - Soit K un compact absorbant minimal quelconque. Si
v = existe de E~ P-invariante, positive ou nulle sur X
et strictement positive sur K si, et seulement si, pK = 1’

Preuve du lemme. - Si ~K  1. on a montré plus haut que toute fonction
P-invariante est identiquement nulle sur K. Supposons à présent que /?K = 1.
et démontrons qu’il existe une fonction g P-invariante positive ou nulle et
strictement positive sur K.

Puisque v = 1, on a sup ~Pn lx  +00. Pour n~ 1 et / e E,
7~1 

on pose 
-

Démontrons que, pour toute fonction f de E, la suite f, ~~ 1}
converge uniformément vers une fonction continue P-invariante, que
nous noterons 7r/. Il est clair que la suite d’opérateurs {M~ , ~~ 1}
est uniformément bornée dans E. Soit h G la décomposition
du théorème 2.1 permet d’écrire h = /~ + ... + /~p + f avec /~ G

Ker(P-Â,), 1 = 1, et f e F’, où F’ est un sous-espace deE"

stable par P tel que Pjp’ a un rayon spectral  1. Si 1, alors

Mn hi = [(1 -03BBni)/n(1 -03BBi] hi et = 0 ; si À, = 1
alors Mn hi == Le fait que le rayon spectral de Pjp’ soit  1 prouve
bien la propriété annoncée pour h G On étend le résultat à E tout entier

grâce à un argument classique de densité.
Passons à la construction de la fonction g. En vertu du théorème 2.1, PK

possède dans E~ une fonction invariante fK positive ou nulle. Puisque K
est minimal, ~ est strictement positive [Z (~) est vide]. Considérons alors
un prolongement f, / ~ E, de fK sur X (K = Quitte à remplacer f
par on peut choisir f positive sur X. La fonction g= 03C0f vérifie alors
la propriété annoncée, car sa restriction à K coincide avec ~.
Montrons que g appartient à Soit une suite de fonctions de E~

convergeant uniformément vers/ : pour tout n ~ 1, on a 03C0fn G Ni==
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Ker(P - 1) n E Ni, car dim Ni  oo (cf théorème 2.1). Le
lemme est ainsi démontré.

Remarquons que si A est un compact absorbant disjoint de K, on peut
choisir, d’après le théorème d’extension de Tietze [5], un prolongement f
de /K identiquement nul sur A. La fonction g définie ci-dessus admet dans
ce cas une restriction à A identiquement nulle.

Démontrons que 2 ~ 3. Il suffit évidemment de prouver que ~c  +00.
Soit Ai, .., An n compacts absorbants minimaux disjoints. Pour tout
I G { 1, ’ - -, n}, nous désignons par fi une fonction de EKl
invariante, à valeurs strictement positives. D’après ce qui précède, il existe n
fonctions ~i, - ’ - G E~ positives ou nulles, P-invariantes, et vérifiant

= ~ ~ fz. La famille {~i, ’ ’ ’~~ } est évidemment libre. Comme

dim Ker (P - 1) n E"  +oc, on en déduit bien que ~c est fini.

Pour prouver enfin que 3 =~ 1, reprenons la construction précédente
avec n = ~e, Ai = Ki, ’ - -, Anc = et les fonctions ~yi, ’ - ’ 

correspondantes. On pose

Le compact absorbant Z (~), qui admet une intersection vide avec chacun
des ensembles Ki, - - ’, est nécessairement vide (par définition de 

>0. D

Pour prouver les théorèmes 2.3 et 2.4, nous supposons la condition 3
vérifiée, et conservons les notations ci-dessus (en particulier, on suppose
toujours p = 1). On peut à ce stade utiliser l’opérateur relativisé P de P
et les résultats de [16], voir paragraphe 1. Nous allons cependant présenter
une preuve complète de ces deux théorèmes, les arguments s’inspirant
d’ailleurs très largement de [16].

Démonstration du théorème 2.3. - Commençons par prouver le

LEMME 2.6. - Soit K un compact absorbant tel que ~K = 1. Alors, pour
tout f G EK PK-invariante, les ensembles

oli l ’on a posé M = sup [f ( y) /q ( y)] et Tn = inf [ f ( y) /q ( y)] , forment
des compacts absorbants contenus dans K.
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Preuve du lemme. - Pour tout ~ G K, on a f (~) = l f (~/) 7/ (x, dy)
et ~y(~)== ~ ~(~)~(~? dy). Si x ~ A alors /(~)=M~y(~), d’où

~ [M~(~)2014/(~/)]7y(~, 6h/)=0. 11 vient que tout point y du support
de ?7(~,’) appartient à A. On raisonne de la même façon pourB. Le
lemme est ainsi démontré.

Soient / G {1, ’’-, et g un élément de EKlPKl-invariant.
Prouvons que g est colinéaire à il existe un scalaire a pour lequel
la fonction = s’annule en au moins un point de K~. Les
compacts absorbants A et B du lemme 2.6, appliqué avec K = K~ et f = ~,
coïncident tous les deux avec K~ (car K~ est minimal), de sorte que ~ est
nulle, ce qui prouve la propriété annoncée.
Démontrons que la famille { ~ ’ ’ ’ ? }. qui est libre, forme une base

de Ker (P - 1). Étant donné une fonction h continue P-invariante, il existe
pour tout / G {1, - - ’, un scalaire ai tel que h|Kl 03B3lKl. Les

compacts absorbants A et B du lemme 2.6, appliqué cette fois avec K = X
77~ ?T.~

et f = A 2014 y~ ont tous les deux une intersection non vide avec U K~
~=1 ~=i

(par définition de 7Zc). On en déduit que fest identiquement nulle ; h s’écrit
bien comme combinaison linéaire des D

Démonstration du théorème 2.4. - Soit  un élément quelconque de M.
Pour tout f ~ E et tout n ~ 1, on a

Les opérateurs Mn et 7r ont été définis dans la preuve du théorème 2.2.

Rappelons que 7rf est P-invariante. Quitte à modifier les fonctions ~,
on peut supposer l’existence, pour tout I G {1, ’ ’ ’, d’un élément

xi ~ K~ pour lequel on = 1. Posant pour I = 1, - ’ ’, ~c.

~c

nous obtenons pour tout / e E, 03C0f = II est clair que
/=i

chaque déûnit une mesure positive appartenant à M, et que la
famille {/~i, ’ ’ ’, est libre. Par ailleurs, pour tout / e E, on

~c 
.

a = (f), ce qui prouve finalement que la famille
~==1

(~i, ’ ’ ’ forme une base de M. D
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2.3.2. Cas 2

Nous supposons ici que p = 1 2. Il n’existe donc pas de fonction

f > 0 telle que P f = f. Nous nous proposons de décrire l’espace M des
mesures P-invariantes dans le cas où Ker (P - 1)~ contient une fonction
continue strictement positive.

Pour simplifier les notations du théorème 2.1, nous posons pour tout ~ ~ 1

Existence go strictement positive telle que (P - go == 0.

Grâce au théorème 2.1, il existe une fonction 1 à valeurs positives ou
nulles telle que P03B3 == 03B3. L’ensemble K = Z (03B3) des zéros de 03B3 est un

compact absorbant non vide. Nous obtenons alors le résultat suivant :

THÉORÈME 2.7. - // existe une fonction g0 ~ E03B1 à valeurs strictement

positives telle que (P - go = 0 si, et seulement si, if existe gK ~ E03B1K,
~ valeurs strictement positives, telle que (PK - 1)~ gK = 0.~~ si gK admet
un G E~ sur X.

Remarque. - Le théorème est valable avec n’importe quelle fonction
~ ~ 0 vérifiant P~ == ~. En particulier si K = Z (~) est de cardinal fini,
l’application PK s’identifie à une matrice et il est facile de vérifier s’il

existe ou non une fonction gK > 0 dans cette dernière

admettant évidemment un prolongement g G E~.

Démonstration du Le sens direct de l’équivalence est évident
d’après (1). Pour montrer la réciproque, commençons par prouver qu’il
existe une fonction h dans Nv, dont la restriction à K coincide avec ~K’
Considérons pour cela les résolvantes R et RK, respectivement de P sur E~,
et de PK sur puis les résidus Q et QK de R et RK en 1. Notons qu’on
a grâce à (1), pour toute fonction f de E~,

D’après les résultats classiques de théorie spectrale (cf [5]), nous avons

gK ~ Im QK et Q2K = QK, d’où QK gK = gK. Soit h = Q g. On a h ~ N03BD
car Im Q = De l’identité ci-dessus, il vient que h|K = QK gK.
ce qui prouve la propriété annoncée.

Démontrons maintenant, qu’à condition de choisir n assez grand, la

fonction go = qui appartient à est strictement positive
sur X. Pour cela, remarquons que la réunion des ouverts 0/, =

{ ~ e X : ~~ (x) + h (x) > 0 }, quand k décrit N*, coincide avec X, de
sorte qu’on peut écrire X comme la réunion d’un nombre fini d’ouverts
0~, - - -, 0/, . Il suffit alors de prendre n == sup (~i, ’ - ’, kp). D
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Description des mesures 
Nous supposons ici qu’il existe une fonction go de E, strictement positive,

vérifiant (P - 1)~ go = 0 (voir th. précédent). Il existe alors un entier n,
avec l~~~~-l,et~ fonctions ~i, ’ ’ ’, gn appartenant respectivement
à N,~ - ., N,,_~ Ni, où 1   ...  zi, tels que

P~ == pour tout z = 0, - ’ ’, ~ 2014 1. (2)

Posons Zn = Z (gn), puis formellement, pour z=?~20141, ... , 1,

Nous notons ni le nombre maximal de compacts absorbants contenus
dans Zi. Nous allons montrer que ni est effectivement un nombre fini.

Nous désignerons alors par Ki , ... , Kn1 ni compacts absorbants minimaux
disjoints inclus dans Zi.

THÉORÈME 2.8. - L’ensemble Zi est un compact absorbant non vide qui
contient le support de tout élément non nul de À4 . Le nombre ni est fini.
L’espace À4 des mesures P-invariantes est de dimension ni et possède une
base (øi , ... , formée de mesures positives telles que le support de
chaque øi soit contenu dans Ki.

Démonstration. - Commençons par donner un sens aux ensembles Zi.
Grâce à (2), on obtient pour tout k > n

d’où = (Cnk)-1(Cikgi) +gn, et finalement gn =

lim (C?) P g0. La fonction gn, qui est P-invariante, est donc positive,
Â;2014)-+00
mais non strictement positive de sorte que Z~ est un compact

n-1

absorbant non vide. On a PkZn(g0|Zn) = 03A3 Cik gi|Zn pour tout k ~ n.
z=0

Comme précédemment, on en déduit que qui est PZn-invariante
d’après (2), est une fonction à valeurs positives, mais non strictement
positives (car l’indice de la valeur propre 1 pour Pz~ est différent de 1).
Par conséquent, l’ensemble = Z zj est un compact absorbant
non vide. On obtient de la même façon que Zn-2, puis Zn-3, etc., et

finalement Zi, forment des compacts absorbants non vide. Remarquons que
Zi G Zn = Z (gn) avec ~ ~ 0 et P-invariante.
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Soit ø une mesure quelconque non nulle de A~, et A son support. De
l’identité = +gn, il vient que = 0, d’où A c Zn. De
la même façon, nous obtenons ø (~,-1) = 0, d’où A c car est

positive sur Z~. On prouve ainsi par récurrence que A G Zi.
Notons A~i l’espace des mesures Pzr-invariantes. Il est clair que

l’application S de ~ dans donnée par = où fest une
fonction quelconque de E et f1 sa restriction à Zi, est définie et constitue un
isomorphisme de ~ dans ~i. Or on a ?z, = 

Comme g0|Z1 > 0, 1 est une valeur propre d’indice 1 pour On peut
par conséquent appliquer le théorème 2.2 avec X = Zi et P = En
particulier désignant par xi l’opérateur défini comme 7r (voir dém. th. 2.2)
mais avec Pz~ au lieu de P, on obtient finalement une base de .A/t de la
forme {S-1 o o l = 1, ..., n1}, où xl E ce qui achève la
démonstration du théorème. D

2.4. Exemple : noyaux hölderiens

Rappelons que 03B1 est un réel quelconque tel que 0  03B1 ~ 1. Soit G
un ensemble mesurable formé d’applications contractantes de X dans lui-
même telles que, pour tout ~ E X, l’application (~ définie de G dans X
par ~ (a) = ax soit mesurable. Soit en outre /~ une mesure positive
bornée sur G, et enfin q une application mesurable de X x G dans R+.
On suppose que sup / g(.r, 03C3) (d03C3)  +00 et que, pour tout cr E G,

l’application qa- définie sur X par qa- (x) = q (x, a) appartient à E"B avec
en outre sup  +00.

7~G

On considère l’opérateur P défini par

On montre dans [8] (pour a = 1) que P est un opérateur borne sur E
et quasi-compact sur E". La généralisation à a  1 est évidente. Nous
en donnerons une démonstration dans le cadre des opérateurs de transfert
(§ 3.2). Remarquons que P appartient bien à la famille d’opérateurs décrits
précédemment. En effet, soit pour x E X la mesure positive ~ (x , . ) définie
par
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Alors Pf(x) = dy). L’exemple des opérateurs de transfert

que nous décrivons ci-dessous est obtenu avec X = [0, l], G = { So, Si }

où Six = x 2 + x 2.

3. APPLICATIONS AUX OPÉRATEURS DE TRANSFERT

Soit (X, d) un espace métrique compact, et A un homéomorphisme local
de X dans lui-même, qui soit 7~ 2014~ 1 partout. Supposons en outre qu’il
existe une constante c > 1 telle que A~/) ~ cd (x, y). Soit enfin
une fonction u continue et à valeurs positives ou nulles sur X. Pour x E X
on définit la mesure positive yy(~,’)= ~T~ ~(~/)~. L’ opérateur P

y : 

associé à la famille {?~(~’),~GX} selon la formule du paragraphe 2
est l’opérateur de transfert classique donné par

Nous nous proposons d’appliquer les résultats du paragraphe précé-
dent à ce type d’opérateurs. Comme dans [4] nous avons choisi

pour simplifier de faire l’étude dans le cadre dyadique classique
(X= [0, 1], mod (1)), mais il est clair qu’elle s’étend à la
situation générale décrite ci-dessus.
On conserve les notations du paragraphe précédent mais on considère ici

X = [0, 1] muni de la distance usuelle d (.r, y) = .r - Ainsi on désigne
encore par (E, ~ ’ l’espace des fonctions continues sur [0, 1] muni de
la norme uniforme, et on note E~ l’espace des fonctions hölderiennes
d’ordre a sur [0, 1].

Soit a un réel tel que 0  o~ 1. Dans toute la suite, nous désignerons
par u une fonction de E~ à valeurs positives ou nulles, vérifiant pour tout
x E ro, il , .

Cette dernière hypothèse est cruciale pour la description des compacts
invariants que nous présentons ci-dessous. On désigne par P~ l’opérateur
défini sur E par

et on note ~ le rayon spectral de P~.
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3.1. Étude des compacts invariants

Compacts invariants pour u. Pour z E {0, 1}, nous notons Si la

transformation affine de R définie par

Nous avons donné dans le paragraphe précédent une définition des

compacts absorbants. Vu la forme particulière des .), nous obtenons
de manière équivalente qu’un compact F de [0, 1] est absorbant si, pour
tout x E F et tout a G { So, Si } tels que u (ax) > 0, on a ax E F. Un
tel ensemble F est encore appelé compact invariant [4]. Rappelons que F
est minimal s’il n’existe pas de compact invariant non vide strictement
inclus dans F. Pour mieux comprendre la définition ci-dessus, il peut être
commode d’utiliser les notions de

Trajectoires, orbites, cycles et points périodiques. Pour x E [0, 1], nous
appelons trajectoire de x tout sous-ensemble de [0, 1] de la forme

... di ~r, 7~ ~ 1} où {7~ ~ ~ 1} est une suite d’éléments de { So, Si }
vérifiant ~ ( an 2014 ~i ~r) ’ - ’ ~ x) > 0 pour tout ~ ~ 1.

L’adhérence de l’ensemble des trajectoires de x est un compact de [0, 1]
appelé orbite de je. Un compact F est invariant s’il contient les orbites de
chacun de ses points. L’orbite d’un élément quelconque de [0, 1] est un

exemple de compact invariant.
Soit p E N*. Nous dirons que x E [0, 1] est un point périodique

d’ ordre p s’il existe p éléments ri, ’ ’ ’,Tp de {So, Si} tels que

7p - ’ ’ 03C31 x = x, et si p est le plus petit entier pour lequel on a une
telle relation. La famille {cri, - ’ -, Tp } vérifiant la relation ci-dessus est
unique. On pose

Nous désignons par cycle périodique tout sous-ensemble fini C

de [0, 1] de la forme où x est un point périodique d’ordre p. On pose

Nous appelons « frère » de x- l’élément x de [0,1], défini par
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Notons qu’un cycle périodique C est invariant si on a u (§) = 0 pour
chaque élément y de C, et minimal si son ordre est un nombre premier.
Passons à la description des points périodiques :

LEMME 3.1. - Les points périodiques d’ ordre inférieur ou égal

à un entier m sont de la forme , où p E ( 1 , ... , rn ) et
2P - 1

k E ( 0, 1 , ... , 2P - 1 ) . En outre, un élément de [0, 1] et son frère
ne peuvent être simultanément des points périodiques. Enfin, si x n’ est

pas périodique, les points de la forme an ... ai x, où n E N* et

ai, ... , an E ( So, Si ), sont distincts deux à deux, et ne sont pas

périodiques.

Preuve du lemme. - Rappelons que tout élément x de [0, 1 ] se décompose
de la manière suivante (décomposition dyadique)

où est une suite d’éléments de { 0, 1}. Posant ~ = ~2, ~3, ’ ’ ’),
il vient que So x = (0, xi, ~2? ’ ’ ’) et = (1, xi, ~2? ’ ’ ’).

Si je est un point périodique d’ordre inférieur ou égal à m, il existe par
définition un entier p, 1 ~ ~ ~ m, et p éléments ~i, ’ - ’, ap de { So, Si }
tels que 03C3p ... 03C31 x = z. Grâce à la décomposition dyadique de x, cette
dernière égalité est équivalente à la propriété suivante

tels que k = l (mod p).
p p

II en résulte que x = 2-~ + 2-P x, = (2~-1)-~ 
A;=i 

~ ~ 

~=1

Comme = Jbl, on en déduit bien la première propriété du lemme.

Pour prouver la seconde, considérons un point périodique ~ G 0, -,
et démontrons par l’absurde que son frère ~ = ~+~ n’est pas

périodique : si x était périodique, il existerait deux entiers p, q ~ 1,
puis k ~ { 0, 1, " ’, 2P - 1} et l ~ { 0, 1, " -, 2q - 1}, tels que

~ = ~Y ~ï~~ ~ ’ ~ [2(&#x26;+2~-~) - 1] = 2~ - 1),
ce qui est impossible pour des raisons de parité. La démonstration pour
x G " ? 1 est identique.

Soit maintenant je un point de [0, 1] non périodique, et A~ =

{ cr~ ’ ’ ’ ai x, 1 ~ 1, cri, - ’ ’, ai G { So, Si }}. La dernière assertion du
lemme résulte de la propriété suivante : pour tout y G A~, il existe un
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unique entier ~ ~ 1, et une unique famille {cr~ - ’ ’. d’éléments

de {So, Si } tels que y == cr~ - ’ - ai x. En effet, supposons qu’on ait,
pour 1 ~ ~ ~ n, à la fois y = r~ - ’ ’ ai x et y = 7-~ ’ ’ ’ 7-i x, où les

G {So, Si }. L’application A, définie de [0, 1] dans lui-même par
A~ == vérifie AS~ = ASi == Si k  n, nous en

déduisons que ... ~i x = x, ce qui est impossible puisque je n’est pas
périodique. Si k = n, nous devons prouver que les ~ coïncident avec les
T,. Cette propriété, évidente pour n = 1, s’établit aisément par récurrence
grâce à A. Le lemme est ainsi démontré. D

Par hypothèse, la fonction w, définie par

est à valeurs strictement positives. Les fonctions u et v = u / w admettent
les mêmes zéros, et donc les mêmes compacts invariants. Puisque ~ vérifie

~(2014)-~t2014+-)=l pour tout x e [0, 1], on peut utiliser les résultats
établis dans [4] pour décrire les compacts invariants pour u :

PROPOSITION 3.2. - Tout compact invariant contient au moins un cycle
périodique. Le nombre maximal de compacts invariants disjoints est fini.
Tout compact invariant fini est une réunion de cycles périodiques invariants.

Hypothèse (Z). Nous dirons que u vérifie la propriété (Z) si, pour tout

s, 0  ~  -, l’intervalle [~ 1 - ~] ne contient qu’un nombre fini de zéros
de u.

Sous l’hypothèse (Z), aucun point de [0, 1], excepté éventuellement 0
ou 1, n’est un point d’accumulation de zéros de u. En particulier, (Z) est
satisfaite si u admet un nombre fini de zéros, cette dernière condition étant

" 

nécessaire et suffisante si u (0) et u (1) sont non nuls. Sous l’hypothèse
(Z), nous disposons du résultat suivant :

PROPOSITION 3.3. - Tout compact invariant infini contient 0. Le nombre
maximal de compacts invariants disjoints est 1, si u ne possède pas
de cycle périodique invariant, et au nombre de cycles périodiques invariants
disjoints sinon. En outre, est une fonction de E, positive ou nulle,
vérifiant = /3~, où 03B2 > 0, alors Z (~) ou bien vide, ou bien une

réunion finie de cycles périodiques invariants.

Démonstration. - Pour simplifier, nous donnons la preuve dans le cas
où u admet un nombre fini de zéros. La démonstration s’étend à l’hypothèse
(Z) sans difficulté. Commençons par établir le
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LEMME 3.4. - L’ orbite de  est l’ensemble [0, Ì] tout entier.
2

Preuve du lemme. - Il est clair que l’ensemble

coïncide avec l’ensemble des dyadiques, privé de 0, 1 et 
-, qui est

dense dans [0, 1]. Il suffit donc de prouver que l’orbite de - contient
l’ensemble A :

Soit y = an ... o-i - un élément quelconque de A. Pour chaque entier
1 = 1 , ... , n , nous posons = ai ... Nous désignons par I le sous-
ensemble de {1,...,n} composé des indices pour lesquels u(yi) == 0,
et par J le complémentaire de I dans {1, ’ " , ~ }. Comme u est continue
et n’admet qu’un nombre fini de zéros, il existe un réel ~ > 0 tel que
l’on ait, pour quand ~ 2014 ~J ]  a, puis, pour tout
z G 1~ + a [nZ(u) = { ~ }, où Z (u) est l’ensemble des zéros
de u.

Soit ~ 0  c  a. Nous devons prouver qu’il existe un élément ~ dans

l’une des trajectoires de - vérifiant c. Or, on montre aisément qu’il

existe un élément jco dans l’une des trajectoires de - vérifiant 0  x0 ~ c.
On pose alors ~ = 2014+-, puis ~ = cr~ ’ - ’ ° ~i ~ pour / = 1, ’ - ’, ?~. On a

et 2’~~~~ c, d’où, par définition de a, u > 0, ce

qui prouve la propriété annoncée (avec b = xn) et finalement le lemme.
Nous démontrons maintenant la proposition. Soit K un compact invariant

infini ne contenant pas 0. On a m = inf K > 0. Par ailleurs, il existe une

famille infinie d’éléments de K telle que u { 2014’- ) / 0 pour tout

n ~ 1, de sorte que la famille ( a02 2) n~1 est contenue dans K. On peut à
nouveau extraire de ( 2014 j n~1 une sous-suite telle que l’on ait

u ( 2014 ) ~ 0, et donc 2014 e K, pour tout n ~ 1. Réitérant ce procédé, on
obtient, pour chaque p ~ 1, une famille d’éléments de K vérifiant

~ ~ 2’~ M, où M = sup K, et donc, pourp assez grand, ~  m, ce qui
est absurde. Nous avons finalement prouvé que tout compact invariant
infini contient 0.
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Utilisons cette dernière propriété et le lemme ci-dessus pour déterminer
le nombre maximal de compacts invariants disjoints : s’il n’existe pas de

cycle périodique invariant, alors tous les compacts invariants sont infinis

et contiennent donc 0, et finalement . car u ( . )~ 0 (sinon {0} serait
invariant). On déduit du lemme ci-dessus que nc = 1. Supposons maintenant

qu’il existe n cycles périodiques invariants disjoints. Si u ( - )= 0, alors
{ 0 } et { 1} sont invariants. On déduit à nouveau de la première propriété
de la proposition que nc = n. Si au contraire { 0 } et {1} ne sont pas
invariants, alors tout compact invariant infini contient -, et par conséquent
coïncide avec [0, l], d’ où ?~c == ~.

Pour démontrer la dernière propriété de la proposition, nous procédons
par l’absurde en supposant que 03B3 s’annule en un points n’appartenant à
aucun cycle périodique invariant. On en déduit alors qu’il existe une suite

d’éléments de l’une des trajectoires de x, convergeant vers 0 et
telle = 0 pour tout ~ ~ 1. En outre, il existe un réel 8 > 0

tel que ]1 2-03B4, 1 2 + 03B4 [-{1 2} ne contienne aucun zéro de M. Or, on a

d’où, pour n suffisamment grand, q + 1 2) = 0, et par continuité,

03B3(1 2) = 0. Par conséquent, q s’ annule sur l’ orbite de 1 2, donc sur [0, 1]tout entier en vertu du lemme 3.4, ce qui est absurde. La proposition est
ainsi démontrée. D

Nous concluons cette étude par quelques propriétés très simples sur

l’ opérateur Pc où C est un cycle périodique invariant.

PROPOSITION 3.5. - Si C est un cycle périodique invariant d’ordre p, Pc
s’identifie à une matrice carrée positive d’ordre p, l’espace Ker (Pc-pc ) est

engendré par un élément de Ec à valeurs strictement positives, et l’on a

p~ = i ~

Preuve. - L’ensemble C est de la forme où x est un point périodique
d’ordre p. Considérant cr~ ’ - ’, cr? ~ { So, Si } tels que ... = x,

et notant xi = r~ - - ’ ~i x, pour 1 G {1,’-’,?}, on obtient que
= pour ~1,-.,?-!, et ==

On en déduit la formule sur /)c-
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Soit / e Ker (Pc-pc). Si f s’annule en un pointa alors f est

identiquement nulle. Sinon f est ou bien à valeurs strictement positives,
ou bien à valeurs strictement négatives. En particulier il existe une

fonction ~ > 0 dans Ker (Pc-pc). Soit ~e{l,-’-,?} et (zeC tels
que (/ 2014 a q) == 0. Comme (/ 2014 a q) G Ker (Pc - vient que

3.2. Description de Ker (P u - et de .A/(

Commençons par prouver que

PROPOSITION 3.6. - P~ est quasi-compact sur E~.

Démonstration. - Par récurrence, on obtient facilement, pour chaque
entier n~ 1, toute fonction f ~ E et x G [0, l],

Pour f G E~B nous en déduisons que

Puisque les fonctions x - u (cri x) ... u (cr~ ’ ’ ’ o-i x) appartiennent à
E~B nous obtenons

d’ où,

où Rn est une constante positive ne dépendant que de n et u. La norme
~ ] ~j~ a été définie dans le paragraphe 2.
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Remarquons que lim Pnu1~~~1/n= 2’" 03C1u, où 03C1u est le rayon

spectral de Par ailleurs, l’inégalité ci-dessus, appliquée avec n = 1, et
le théorème d’Ascoli, prouvent que P~ est compact de dans

~oo). On déduit de la propriété rappelée dans le paragraphe 1

que P~ est quasi-compact sur E~. D

Nous notons v l’indice de Les théorèmes du paragraphe 2 s’appliquent
directement à la seule différence importante étant que le nombre

maximal nc de compacts invariants disjoints est ici toujours fini. Cependant
il peut être difficile de calculer ce nombre. C’est pourquoi nous supposerons
les conditions (Z) et (3) vérifiées dans toute la suite. Voici une première
propriété qui résulte directement de la proposition 3.3. :

Si u vérifie (Z), (3), et ne possède pas de cycle périodique invariant,
alors la fonction propre ~, positive ou nulle, associée à p~ pour P~ (dont
l’existence est assurée par le théorème 2.1) est strictement positive. Dans
ce cas, on a donc nécessairement ~ = 1.

Les théorèmes suivants découlent du paragraphe 2 et de l’étude des

compacts invariants :

THÉORÈME 3.7. - Cas v = 1. Sous les hypothèses (3) et (Z),
1. s’il n’existe pas de cycle périodique invariant, alors v = 1, 

des fonctions continues solutions de P~ f = P~ f est engendré par une
fonction 1 de E03B1 strictement positive, et, si 03C1u = 1, l’espace M des mesures
P u-invariantes est engendré par la mesure positive IL définie par
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Passons à l’étude du cas 03BD ~ 2. Nous supposons ici que 03C1u= 1. Soit

03B3 une fonction Pu-invariante à valeurs positives ou nulles, et K = Z (q)
l’ensemble des zéros de. On sait que K est un compact invariant non

vide, de cardinal fini d’après la proposition 3.3. Il s’écrit donc comme la

réunion disjointe de m cycles périodiques invariants Ai, ’ ’ -, Am .
On a montré dans le paragraphe 2 qu’une condition nécessaire pour

qu’il existe go > 0 vérifiant (P~-l)"~o= 0 est que pB= 1 pour tout
compact invariant B. Par conséquent, en vertu du théorème 2.7 et de la

proposition 3.5, on obtient la

PROPOSITION 3.8. - Sous les hypothèses (Z), (3), 03C1u = 1, les trois propriétés
suivantes sont équivalentes :

1. 7/ existe go ~ valeurs strictement positives telle que

(P.-l)~o=0.
2. On a ZA~ = 1 pour chaque 1 e { 1, ’ ’ ’, ~ }.
3. On a ic = 1 pour tout cycle périodique invariant C.

Supposons maintenant qu’il existe une fonction go satisfaisant à la

condition 1 ci-dessus, et considérons le compact invariant Zi associé selon
la méthode du paragraphe 2.3.2. Rappelons que Zi G Z (gn) avec ~ ~ 0
Pu-invariante. D’après la proposition 3.3, Zi est donc de cardinal fini.

Soit ni le nombre maximal de cycles périodiques invariants minimaux
disjoints contenus dansZi, et Ci, ’ ’ ’, de tels cycles périodiques
invariants d’ordre respectif pi, ’ ’ ’, Le théorème 2.8 assure que
toute mesure P u-invariante a son support inclus dans Zi, que l’espace .A/t
des mesures Pu-invariantes est de dimension ni, M étant canoniquement
isomorphe à l’espace .Mi des mesures PZ1-invariantes.

Rappelons que Pzi (go = go Soit / e { 1, - ... , quelconque.
On vérifie aisément que la mesure g0(y)-103B4y est Pzi-

invariante (on peut d’ailleurs, pour retrouver cette propriété, appliquer le
théorème 3.7 en remplaçant [0, 1] par Zi et la fonction ~ par On

en déduit le

THÉORÈME 3.9. - Si u vérifie (Z), (3), pu = 1, et sous l’une quelconques
des trois conditions de la proposition précédente, l’espace A~ des

mesures Pu-invariantes est de dimension n1 et admet pour base la famille
{~= l ~ ~o(~)"~~ ~= 1, ’", ~i}.

y ~ Cl

Nous présentons maintenant un cas particulier où l’étude spectrale de P~
se ramène à un calcul matriciel explicite.
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3.3. Cas où M est un polynôme trigonométrique et exemples
Nous supposons ici que la fonction u est un polynôme trigonométrique

positif ou nul sur [0, 1]. Il est donc de la forme

Tout polynôme trigonométrique / (x) = 03B1ke2i03C0kx s’écrit de la

manière suivante

En particulier, on a ~ (x) = ~o (2x) + ~i (2x) , et un calcul évident
montre que

Dans la suite, nous désignerons par 7~ ~ 0, l’espace engendré par la
famille { = -~ - 2014 ~ }. Pour des raisons évidentes de degré, P~
opère sur TN, et il existe, pour tout polynôme trigonométrique f, un entier

1 tel que P~ f G TN pour tout entier ~ ~ no.
Nous désignerons par PN la restriction de P~ à TN. Celle-ci s’identifie

à une matrice carrée d’ordre 2N + 1. Si les coefficients de u sont réels,
P~ opère sur l’espace 7~ engendré par { 1, cos 27r~, - - ’, cos 27rN~ }. Les
résultats établis ci-dessous restent alors valables quand on remplace TN par
7N, et PN par P~= 
Nous noterons ~N la plus grande valeur propre positive de PN, et ~

l’indice de pN pour PN. Soit maintenant a un réel tel que 0  ~ ~ 1. On a
évidemment ~ e E". On désigne par p~ le rayon spectral de Pu sur E, et

par v son indice sur E~. Nous avons alors le résultat suivant :

PROPOSITION 3.10. - On a v. En outre, 

seulement si, vN = 1. Si cette dernière condition est vérifiée, toute fonction
continue, 1 -périodique, vérifiant P~ / ~ ~~ f, 7N.

Démonstration. - Comme 1 on a La quasi-compacité
de PN est évidente car 7~ est de dimension finie. La description spectrale
du théorème 2.1 s’applique donc à PN. En particulier, les valeurs propres
pour PN de module PN ont un indice inférieur ou égal à celui de pN.

L’inégalité 03BDN ~ 03BD est évidente. De même, si 03BD= 1, alors ï/N = 1. Réci-
proquement, si 03BDN = 1, on a sup03C1-nu~ Pnu 1 = supp03C1-nN~ PnN 1~~  oo,

~~i
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d’où ~=1. Le dernier point de la proposition s’établit grâce à un

argument classique de densité : soit f une fonction 1-périodique, continue,
vérifiant Pu f f. Soit en outre ~ > 0 quelconque, et g un polynôme
trigonométrique tel que s. On a

Or, d’après une remarque ci-dessus, pour n assez grand, nous avons

~~P~ ~ TN. Comme TN est fermé, car de dimension finie, on en
déduit que f e?N. D

Afin d’illustrer les résultats précédents, nous présentons deux familles

d’exemples très simples.

Exemple 1. - Pour tout a ~ 0, nous posons

Nous notons /~ le rayon spectral de sur E, et va son indice sur E~.
La fonction M~ admet {0} et {1} comme uniques cycles périodiques
invariants. L’opérateur opère sur ?2 et s’identifie sur cet espace à la
matrice

B " " 

2 /

De la proposition ci-dessus, et grâce à des calculs matriciels simples,
nous obtenons la description suivante :

. Si a  -, alors 1, 1. L’espace des fonctions continues

1-périodiques Pua-invariantes, que l’on détermine complètement à l’aide de
est engendré par le polynôme trigonométrique ~ (z) == 1 - 2 a cos 27r x,

qui est à valeurs strictement positives. L’espace des fonctions continues
solutions de l’équation et l’espacer des mesures 

invariantes sont de dimension égale à 2, la famille {03B40, 03B41} formant une
base de A~.

. Si a=1 2, alors 03C1a == 1 et 2. La fonction positive 03B31 2 est 

invariante, mais s’annule en 0 et 1. Comme on a == {0, 1}
et il existe une fonction strictement positive dans

1)~ n E~. Plus précisément, un calcul direct montre que

1 e Ker(P1 2-1)2, puis que 1 = P1 2 1 = 1 + 1 2 03B31 2. On déduit alors

du théorème 3.9. que { ~o? ~i } forme une base de .A/(.
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. Si a > . alors ~ = - + a, va = 1, et l’espace des fonctions continues
1-périodiques vérifiant engendré par 03B31 2. Les fonctions
continues solutions de l’équation Pua f = 03C1af s’annulent toutes en 0 et 1,
et forment un espace de dimension égale à 2.

Exemple 2. - Pour tout &#x26; ~ 0, nous posons

ub (z) = cos2 303C0x + b sin2 603C0x.

Nous notons /~ le rayon spectral de P~ sur E, et ~~ son indice sur

E03B1. La fonction ub admet {0},{1}, et {1 3, 2 3} comme uniques cycles
périodiques invariants. L’ opérateur laisse invariant Te, et s’identifie sur
cet espace à la matrice

Comme précédemment on obtient la description suivante :

. Si b  -, alors /~ = 1, ~ = 1. L’espace des fonctions continues

1-périodiques Pub-invariantes est de dimension égale à 2, et contient

le polynôme trigonométrique 03B3b (x) = 1 - 2b cos 603C0x, qui est à valeurs
strictement positives. L’espace des fonctions continues solutions de

l’équation et l’espace À4 des mesures Pub-invariantes sont de

dimension égale à 3, la famille ~o~i? * (~i + ~ ) ~ formant une base
de M.

. Si &#x26;= -, alors 1 et 03BDb ~ 2. L’espace des fonctions continues,
1-périodiques, P ’!l’b -invariantes, est de dimension supérieure ou égale à 2, et

Annales de l’lnstitut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



465ÉTUDE D’OPÉRATEURS QUASI-COMPACTS POSITIFS

contient la fonction positive 03B31/2, qui s’annule en 0, 1, _, et La famille

{03B40, 03B41, 1 2 (03B41 3 + 03B42 3)} forme une base de .M.
. Si b > -, alors ~~ = - + b et ~ = 1. Les fonctions continues solutions

de l’équation Pub f= 03C1b f s’annulent toutes en 0, 12 et forment unde l’équation Pub f = p&#x26;/ s’annulent toutes en 0, 1, 
3 

et 
3 

et forment un

espace de dimension égale à 3.
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