Comportement asymptotique dans l'algorithme de transformée
en ondelettes. Lien avec la régularité de 'ondelette

Loic HERVE *

Résumé

Nous faisons I’étude du comportement asymptotique dans I'arbre de filtrage d’une
transformée en ondelettes, en particulier en fonction de I'ordre de régularité de 'ondelette.

1 Introduction

Analyses multirésolutions et transformées en ondelettes. On note L%(R) l'espace de
Lebesgue usuel, et (, ) son produit hilbertien. Rappelons qu’une analyse multirésolution [10]
[11] est par définition une famille (V;);ez de sous-espaces fermés de L?(R) tels que

a) NjezVj = {0} et UjezV; = LA(R).

b) Vj C Vi1 ‘

c) f € Vj est équivalent : f(277-) € V.

d) Il existe une fonction ¢ € Vp, appelée fonction d’échelle, telle que la famille {¢(-+k), k € Z}
forme une base de Riesz de V.

Pour tout j € Z, le systeme {¢; = 2%¢(2j - —k), k € Z} est une base de Riesz de V.
Comme Vy C V7, il existe une suite (hy,)nez dans £2(7Z) telle que

¢() =) hnp(2-+n)  (équation d’échelle). (1)
neEL

Les analyses multirésolutions fournissent un cadre pour 1’étude des algorithmes d’analyse-
syntheése appelés codages en sous-bande [5] ou encore transformées en ondelettes [10]. Par
commodité pour le lecteur, nous donnons en appendice un bref descriptif de ’algorithme
dans le cas simple orthogonal (¢ engendre par translation entiére une base orthonormée de
Vo). Dans ce travail, nous nous intéressons uniquement a la partie "analyse® de la transformée
qui, dans tous les cas (orthogonal et non orthogonal), utilise I'itération de I'opérateur

1
(Tox)(n) = 7 k%hkx(zn —k), neZ, zecl*Z).
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Hypothéses et notations. La donnée principale d’une analyse multirésolution est la suite
(hn)nez. On peut d’ailleurs caractériser les suites (assez générales) qui dérivent d’une analyse
multirésolution [3] [1] [7]. En outre, la régularité de ¢ peut étre calculée & l'aide de (hp)nez
(voir [4] pour un exposé des différentes méthodes).

Dans ce travail, on considére une analyse multirésolution (Vj) ez telle que (hy)nez soit a
support fini. Pour fixer les idées, on supposera que h, = 0 pour tout n ¢ [0, N], ou N € N*.
D’autre part, on pose

N
Ho(\) = = 3" hge™ X e [0,1].

2
k=0

On sait que Hy(0) = 1 et Ho(3) = 0 [11] [4]. I existe donc r € N* et un polyndéme trigono-
métrique v, avec v(%) £ 0, tels que

Ho(A) = 27 (1 + &™) 0(A), (2)

Le choix du filtre Hj est une question importante dans la pratique. Sans donner une liste
exhaustive de tous les types de filtres et de leurs avantages, citons le cas orthogonal, décrit
en appendice, qui fournit des formules d’analyse-synthese tres simples, le cas biorthogonal
[1] [4] qui, tout en conservant ’avantage précédent, permet d’obtenir par exemple des filtres
symétriques.

D’autre part, on observe dans la pratique que la régularité de ¢ joue un role important dans
la transformée en ondelettes, mais essentiellement quand 1’ordre de régularité est < 1 [12]. Au
dela de la classe C', la régularité de ¢ ne semble pas fournir de gains substanciels en efficacité
pour la transformée en ondelettes. Nous nous proposons de démontrer une propriété sur les
itérées de Ty qui corrobore 'observation précédente. Plus précisément,

L’objet de ce travail est de faire une étude précise de la convergence des itérées de T (en
particulier de la vitesse de convergence) en fonction de la régularité de ¢, et plus exactement
en fonction du coefficient

+oo .
51 = 51(6) = sup{s € R : /_ AP|(V)|dA < o0},

ou é est la transformée de Fourier de ¢. Rappelons que, si s1 > 0, alors ¢ € C“ pour tout «
tel que 0 < a < s1. On a noté C* I’ensemble des fonctions f telles que f est [a]-fois dérivable
et flol est uniformément (o — [o])-hélderienne, ol [a] est la partie entiere de a. En outre on
a: ;

2n—1 1

_ Sy . k
n k=0

la vitesse de convergence étant exponentielle, voir [7] [8]. Notons que le but de ce travail est,
en un certain sens, opposé a celui de [13] [14], ot 'on fait I’étude de la régularité de ¢ a l’aide
de I'analyse spectrale (essentiellement calcul du rayon spectral) d’opérateurs du type de Tp.

Les résultats sont présentés dans le paragraphe 2, le principal s’énoncant de la maniere
suivante (th. 2.2) : si s > 0, alors dans un certain sous-espace de (%(Z) (assez gros), la suite

, 2 1 . .
d’opérateurs (227});>1 converge en norme avec une vitesse de convergence exponentielle, de



l'ordre de 2775 si 57 < 1, et de I'ordre de 277 si 51 > 1 (dans ce dernier cas, ¢ est au moins
de classe C1). ‘

Ces estimations montrent que la suite {Tg, j > 1}, qui est a la base de l'analyse dans la
transformée en ondelettes, admet un comportement asymptotique étroitement lié a ’ordre de
régularité de ¢, mais uniquement quand ce dernier est < 1. Pour s; > 1, nous préciserons les
résultats précédents en donnant un développement asymptotique de 7§z, oll x est une suite
assez générale.

Les preuves, regroupées dans le paragraphe 3, utilisent les opérateurs de transfert notés P,
définis, a partir d’une fonction w 1-périodique, par

Puf) = w(D)F(3) + (s + )F(h + 3
ol f est une fonction 1-périodique. Sous ’hypothese w > 0, ces opérateurs ont fait ’objet
de nombreux travaux (voir par exemple [3] [9]) et ont été beaucoup utilisés dans la théorie
des ondelettes : caractérisation des filtres dérivant d’une analyse multirésolution, étude de la
régularité de ¢. La difficulté de ce travail réside dans le fait que les opérateurs P, mis en jeu
ici (par exemple Pp,, P,) ne sont pas nécessairement positifs. En revanche, la propriété de
quasi-compacité [6] [9] est conservée. Pour résumer les techniques utilisées dans le paragraphe
3, indiquons que I’étude spectrale de Ty est ramenée a celle P, qui elle-méme se déduit de
celle de P,. Enfin les propriétés spectrales de P, sont comparées a celles de P}, dont dépend

le coefficient s; (en effet on a S,, = Pﬁ|(1))

2 Etude des itérées de Tj.

e Etude sur (?(Z). On sait que, pour tout f € L?(R),
li I =
j_ifjrlooH ifllLz@®) =0,

ou I'on a noté II; la projection orthogonale sur V. Si en outre f € L2(R) NL(R), on peut
montrer que [T f||r2) < Co2™ 2| fl|Li(r)-
Soient © = (z(n))nez € (2(Z) et f(t) =3 ,cz x(n)d(t — n). Rappelons que
(f.0—jx) = (Tg2)(k), Vj €N, Vk € L. (4)
Comme {¢; 1, = 2%¢(2j -—k), k € Z} est une base de Riesz de V}, on en déduit que

lim |79 =
j_y}rlooH 0zlle2(z) = 0,

et si f est intégrable sur R, ||2%Tg$||g2(z) < Cyllf L wy-

A Texception de la constante C’,, ces derni¢res propriétés sont communes a toutes les
analyses multirésolutions. Par conséquent, nous limiterons ’étude des itérées de Ty a des
sous-espaces propres de ¢2(Z) (largement représentatifs en pratique). Nous utiliserons pour



cela les notations suivantes : pour 1 < p < 400, on désigne par (LP(T),|| - ||,) I'espace de
Lebesgue usuel pour les fonctions 1-périodiques, & valeurs dans C. On note (E°, || - [|s) le
sous-espace de L°°(T) des fonctions continues, et (E', ||-||1) le sous-espace de E° des fonctions
uniformément lipschitziennes, muni de la norme

‘X()‘,) XO‘)‘)
X1 = || X||oo + su < .
H Hl H H N R ’/\/ )\’

Pour X € L}(T), on note J(X) la suite des coefficients de Fourier de X :
1
(J(X))(n) = / X(\e 2N\, n e Z.
0

Pour tout espace de Banach (B, ||-||) inclus dans L' (T), on définit Pespace de Banach (J(B), ||-
l.7()) des suites x = J(X), ot X € B, avec ||z| ;) = | X| B

e Etude sur S = J(L*>(T)). Ce premier résultat met en évidence le lien entre le comporte-
ment des itérées de Ty et le coefficient s7.

Théoréeme 1 Soit S = J(L>®°(T)) muni de la norme ||z||s = || X| oo, pour x = J(X) € S.
L’opérateur Ty est borné sur S, et les trois propriétés suivantes sont équivalentes :

i) La suite {2%Tg, j > 1} est uniformément bornée dans S.

i) b est intégrable sur R.

iii) s1 > 0.

Ezemple : Hy(\) = 2711427 (filtre de Haar). On a ¢(\) = e”’\% ¢ L'(R). Les itérées
de Ty ne sont donc pas uniformément bornées dans S.

e Etude sur S® = J(E!) et S’ = J(E"). On supposera désormais que s; > 0. On considére
la matrice carrée suivante :

A() = (Oéo(k‘, l))k,lzo,...,N’ ou Oéo(k‘, l) = hgk_g, k‘,l = 0, e ,N.

Les conditions Hy(0) = 1 et HO(%) = 0, équivalentes a ) hop, = >, hont1 = 1, assurent
que la somme des coefficients sur chaque colonne de Ag est égale a 1. D’olt A€ = €, avec
€="[1,...,1]. On en déduit que 1 est valeur propre de Ap.

Théoréme 2 Soit g = sup{|u|, 1 € spect(Ao), 1 # 1}. On a po < 1, et il existe un unique
vecteur Yo = (Y0(n))2_, invariant par Ag tel que Zﬁ[:o Y(n) = 1.

Soit 8 = J(E) muni de la norme ||z| g1 = || X1, pour x = J(X) € 8. L’opérateur
Ty est borné sur 8. Pour tout réel § tel que 6 > max{puyo, %}, il existe une constante Cs > 0
telle que

125Td2 — X(0)v0llgr < Cs07|z]lsr, Vo= J(X)eS®, VjeN" (5)

Dans (5), le vecteur 4o a été identifié & un élément de ¢%(Z). En outre, du fait que E' est
dense dans E°, on obtient le



Corollaire 1 Soit &' = J(E°) muni de la norme |z|so = [|X]loo, pour z = J(X) € &

L’opérateur Ty est borné sur S’, et si x = J(X) € §', alors la suite {22Tg:1; j > 1} converge
dans S’ vers X (0)vo

Rappelons que 1'un des objectifs de ce travail est d’étudier le lien entre la vitesse de conver-
gence des itérées de T et la régularité de ¢. La proposition suivante fournit une réponse en
comparant les réels § de (5) et le coefficient s; défini dans l'introduction.

Proposition 1 Soit &y la borne inférieure des réels § tels que (5) soit satisfait. On sait que
So < max{po, 3}. Si en outre Uentier r dans (2) est tel que r > 2, alors 8o = po > 3, et

1 1
< 0 < max{27°, 5} (6)

Remarques :

a) La formule (6) assure que dy décroit jusqu’a 3 quand s; croit dans ]0, 1]. En revanche,
sisy >1,onady= % Ceci est en accord avec les observations pratiques mentionnées dans
I'introduction. Cependant, si s; > 1, il est possible de préciser I'estimation donnée par (5)

(voir le développement asymptotique ci-dessous).

b) Pour x = J(X), avec X suffisamment réguliere, on obtient

(Z !x(n)|2> +2m (Z \m:(n)!2>

n

IN

X0 + 1X oo = 1X 111+ = [l s1

Z|x |+27rZ\n:c

IN

c) La vitesse de convergence dans (5) dépend aussi de ||z||g1. En pratique, = est une suite
a support fini (éventuellement assez grand). On obtient, pour tout j > 1,

Tgx 973 (Z x(n)) ol < 052_553 (Z |z(n)| + 2772 |nx(n ) ,

n

£2(Z)
et

1
2

2 Y In(Tix)(n))* | < Cs2” 369 (Zp@ |+272\m~ )

n¢{0,...,N}

d) Le théoreme 2.2 se traduit également de la maniére suivante : on suppose ici pour
simplifier que {¢(-+k), k € Z} forme une base orthonormée de Vp. Soit f € Vp. Sa transformée
de Fourier f vérifie f(A) = X(A)¢(A), ot X € L2(T). Supposons que X € E'. Rappelons
qu’on a noté II; la projection orthogonale sur V;. On obtient, grace a (4), pour tout d tel que
§ > max{yo, 5},

12510 (f) — X (0) Y Yo(n)d—jnlliz(my < Csd?[| X1, ¥j>1.



e Développement asymptotique de Tg x.

On note M = [s1], si s1 ¢ N, et M = [s1] — 1 sinon (ona M <r < N). Pour m=0,...,r,
on définit

Hm()\) — 9r—m(q _+_62i7r)\)r7mv()\)
1 N—m .

5 hm’kemﬂ'k)\7

k=0

et on note Ap, = (o (k, 1)) ., la matrice carrée définie par :

k,1=0,....N—

am(k,l) = hpmok—e, k,1=0,...,N —m.

Lemme 1 Soit py = sup{|u| , p € spect(Anr), p # 1}. On a upyr < 1. En outre, pour

m = 0,...,M, il existe un unique vecteur ~m, = (’ym(n))gz_om invariant par A,, tel que

N—m
Z Ym(n) = 1.
n=0

On notera I'), () = ij;om Ym(n)e? ™A Pour simplifier (voir remarque 1) ci-dessous), on

considere dans 1’énoncé du théoréme suivant une suite x = (x(n)),ecz & support fini, et on
définit X (\) = 3, x(n)e?™*. La fonction X — X (0)Ty s’annule en 0, et est donc divisible

par
29T
-1 ,
S(\) = BT = ™ sinwA.
i

On note a,, la suite des coefficients de Fourier de la fonction (S(-))™ :
am(n) = (2¢)""(-1)""C), Yn=0,...,m, et amy(n)=0sinon.

Itérant le raisonnement précédent, on définit pour m = 1,..., M — 1 le polynéme trigonomé-
trique X,,, par la formule de récurrence (ou par convention Xo = X) :

SN Xmr1(A) = Xin(A) = Xin(0)n(A). (7)
Théoréme 3 Pour tout réel § tel que § > max{,uM,%}, il existe une constante Cy5 > 0,

indépendante de x, telle que

o M ‘ .
125 — 3 27 X (0) (% o) 1 < C527 967 X . (8)

m=0

En particulier, si x est de la forme x = oy *y (ie. X(A) = S(NMY (X)), alors

IT3 (@)lls1 < C5277 M2 ||y g1

Remarques :



1) Si x est une suite de S telle que les formules (7) permettent de définir les fonctions
X, avec X, € El, alors I'inégalité (8) est encore vérifiée. La preuve du théoréme 2.6 sera
d’ailleurs donnée sous ces hypotheses.

2) Soit dps la borne inférieure des réels § tels que I'inégalité (8) soit satisfaite pour tout
Jj >0, et tout € S satisfaisant a ’hypothese de la remarque 1). On a dp; < max{uars, %}
La démonstration du théoreme 2.6 montrera que, si M < r — 2, alors dy; = max{uy, %} et
% < 0y < 279M (voir remarque b) & la fin du paragraphe 3). Dans la plupart des exemples
classiques d’analyses multirésolutions, les réels jups et 27517M sont tres peu différents.

3) La propriété (8) permet de préciser les inégalités dans les remarques c) et d) ci-dessus.

3 Démonstrations

3.1 Passage a un opérateur quasi-compact

Les espaces fonctionnels utilisés ci-dessous, et 'application J, ont été définis dans le pa-
ragraphe 2. Pour w € E', on notera P, I'opérateur defini sur L°°(T) par

AL A A1 A 1

Puf(\) = w(§)f(§) + w(§ + §)f(§ + 5)-

Il est clair que P, est un opérateur linéaire borné sur L>°(T), E°, et E'. On note u = |Hy|,
et

PO:PHO ) Pu:-P|H0|
Lemme 2 Soit x € S (x = J(X) avec X € L*>°(T)). Alors

V2(Toz) = J(PyX).
En particulier Ty est un opérateur borné sur S, S', 8. En outre Py laisse invariant l’espace
T = wect{1,e?™ .. ™A

et Ao est exactement la matrice de Py restreint a Ty .
Dans la suite, I’étude de V2T, sur S, S’, et S sera systématiquement remplacée par celle de

Py respectivement sur L°(T), E?, et E'. Par commodité, pour chaque résultat du paragraphe
2, nous donnerons la version fonctionnelle correspondante.

Preuve du lemme 3.1 : toutes les propriétés du lemme découlent de la formule

1
/ (PoX)(A\)e N = / X (A)Ho(N)e > ™" Ad\
0
_ th/ X —217r 2n— k))\d)\
keZ
= Z hra(2n — k) = V2(Tox)(n).
kEZ

7



g

Rappels sur la quasi-compacité : on désigne par | - | et | - |1 les normes d’opérateurs
vis-a-vis respectivement de L°°(T) et E'. Pour un opérateur S borné sur un espace de Banach
B, on note p(S, B) son rayon spectral.

Soit w une fonction queconque dans E'. On montre aisément par récurrence que

201

- Atk Ak . A+Ek .
PLFO) = Y w0 P AR vz Q
k=0
Soit o une fonction réelle, mesurable, et 1-périodique, telle que w(\) = |w()\)\62im()‘), et

soit A(N) = e 2@ TIN+a(2 2N +-a(N)] ] est clair que P‘]w‘(l) = PJ(A). On en déduit les
propriétés suivantes

1P

|w|

Lo =15}

|w]

oo = [Plloo et p(Pu, LO(T)) = p(Ply, L(T)). (10)
De plus on montre, & partir de (9), que
1PLf I < 27718, Uloollf s + Rl flloos  Vf € EY, Vj>1,

ol R; est une constante > 0. Cette derniere propriété est démontrée pour w > 0 dans [6]
[9]; la preuve pour w de signe quelconque est identique. D’autre part, a l'aide de I'inégalité
ci-dessus, on établit dans [6] que, si

1

§p(P\w\7]LOO(T)) < p(Pval)a (11)

alors P, est quasi-compact sur E', c’est-a-dire vérifie les propriétés suivantes :

(A) Soit By, = %p(P|w|,L°°(T)). Lensemble I des valeurs spectrales p de Py, sur E*, telles
que By < |p| < p(Py, EY) est fini, et tout élément pu € I est en fait une valeur propre d’indice
fini v(u), telle que dim Ker(P,, — uld)*™ < 400. En outre on a

E' = (@#61 Ker(P, — ,uId)”(“)) @ F, (12)

ou F est un sous-espace fermé de E', stable par Py, tel que p(Py7s F) < Pu-

On rappelle que I'indice v () d’une valeur propre p est fini 8'il existe un entier n > 1 tel que
Ker(P,, — puld)® = Ker(P,, — puId)™ ™, v(u) étant le plus petit entier vérifiant cette derniere
condition. Les propriétés de quasi-compacité ne suffiront pas pour prouver les résultats du
paragraphes 2. Nous utiliserons également des arguments de positivité. A cet effet, nous
aurons besoin de la propriété suivante démontrée dans [6] [9] :

(B) Siw est a valeurs positives ou nulles, alors P, est un opérateur positif (si f > 0,
alors Pyf > 0). On a p(P,, E') = p(Py,,L>®(T)). Donc P, est quasi-compact sur E'. En
outre, p(P,, E') est une valeur propre, d’indice maximal parmi les valeurs propres de module
p(Py, EY), et enfin il lui est associé une fonction propre & valeurs positives ou nulles.

Le fait que la fonction d’échelle ¢ engendre par translations entieres une base de Riesz
de Vp implique des conditions tres précises sur les zéros de Hy. Sans entrer dans les détails,



rappelons que ces conditions s’expriment par exemple en terme de compacts invariants (ou
cycles périodiques) vis & vis de la transformation A(z) = 2z (mod 1) [3] [8]. D’autre part,
sous ces conditions, on démontre, dans [8] que, si s1 > 0, alors p(P,, E') = 1, et dans [9] que

(C) Uespace des fonctions 1-périodiques continues P,-invariantes est engendré par une
fonction a valeurs strictement positives.

3.2 Démonstration du théoréme 2.1

En vertu du lemme 3.1, I'énoncé du théoreme 2.1 est équivalent au suivant :
i) La suite {P], j > 1} est uniformément bornée dans L>(T).
i) b est intégrable sur R.
iii) s1 > 0.

L’équivalence entre ii) et iii) est démontrée dans [8]. En outre on sait que p(P,, E') est
une valeur propre pour P,, d’indice fini qu’on notera v (voir (B)), et on montre dans [8] que
la condition ii) est équivalente & :

iv)  p(P,B')=1 et v=1.

Prouvons que i) est équivalent & iv).

i) = iv) : comme 1 est valeur propre de Ay (voir §2), on a 1 < p(A4g) < p(Pp,L>(T)) < 1,
la derniere inégalité résultant de i). Donc p(Py,L°°(T)) = 1. Finalement on a p(P,, E') =
p(Py, L°(T)) = p(Py,L>(T)) = 1 (la premiere égalité découlant de (B), la deuxieme de
(10)). En outre, du fait que |PJ|o = |Pi|so, la suite {P, j > 1} est uniformément bornée
dans L°°(T). Comme p(P,, E') est une valeur propre de P, sur E*, son indice v (qui est fini
d’apres (A)) est nécessairement égal & 1.

iv) = i) :si p(P,,E') =1 et v =1, I'indice de chaque valeur propre de module 1 pour
P, sur E' est égal a 1 d’apres (B), d’on SUp;>1 |P}|1 < +00. On conclut en remarquant que
[P0 = |Piloc = I1P21]lco < (| P21 < |Pil1.

3.3 Démonstration du théoréme 2.2

On a supposé pour le théoreme 2.2 que s; > 0. Rappelons que Ag, définie dans le para-
graphe 2, est la matrice de Py restreint a Ty, et qu’on a noté g la plus grande valeur parmi
les modules des valeurs propres de Ay différentes de 1. En vertu du lemme 3.1, le théoréeme
2.2 est un corolaire du résultat suivant :

Théoréme 4 On a pg < 1. L’espace des fonctions de E* Py-invariantes est engendré par
un polyndéme trigonométrique T'y € Ty tel que Tp(0) = 1.

Pour tout réel ¢ tel que 6 > max{uo, %}, il existe une constante Cs > 0 telle que l'on ait,
pour tout X € E' et tout entier j > 1,

1P X — X(0)Toll1 < C567|| X 1. (13)



Démonstration du théoréme 3.2 : d’apres ce qui précede (cf. condition iv)), on a p(P,, E') = 1.
D’autre part, on sait que p(Py, L>(T)) = p(P,,L>®(T)) et p(P,,L>*(T)) = p(Py, E') (cf.
(B)). Donc p(Py,L>=(T)) = 1. D’autre part, comme p(Py, E*) > p(Ag) > 1, Py est quasi-
compact sur E' en vertu de (11). Donc Py admet au moins une valeur propre p de module
p(Py, EY). On a |u| < p(Py,L®°(T)) = 1, d'ott p(Py, B') = 1, et p(A4g) = 1. La suite de la
preuve repose sur le

Lemme 3 a) Soit pi une valeur propre de Py sur E' telle que % < |p| <1, et soit f une
fonction propre associée a . Alors f € Tn. En particulier, toutes les valeurs propres i de Py
sur E' telles que % < |u| £ 1 sont valeurs propres de Ay.

b) 1 est l'unique valeur propre de module 1 de Py sur E'. En outre l’espace des fonctions de
E' Py-invariantes est engendré par un polynéme trigonométrique I'g € Tx tel que T'o(0) = 1.

Ce lemme (que nous admettons pour le moment) prouve que pg < 1. Soit X € E'. Du fait
que Hy(0) =1 et Ho(3) =0, 0n a (PgX)(O) = X(0) pour tout j > 0. D’autre part, d’apres
le lemme 3.3 et (12), X s’écrit sous la forme : X = al'g + g, avec a € C, g € E* telle que
lim;_ 1o ||PJgll1 = 0. D’ott @ = X (0). Plus précisément, toujours d’apres le lemme 3.3 et
(12) (remarquer également que B, = %), pour tout § > max{ o, %}, il existe une constante
Ds > 0 telle que ||ng|]1 < Dsd||gll1 < Ds(1 + ||Tol|1)07|| X |1, ce qui prouve (13). Il reste &
donner la

Démonstration du lemme 3.3 :

a) Nous allons prouver que f € C*, puis que f € Tyn.
e f est de classe C* :nous reprenons ici un raisonnement présenté dans [3]. La fonction f étant
lipschitzienne, elle est dérivable presque partout. Plus précisément f est la primitive d’une
fonction mesurable bornée, qu’on notera f’ pour simplifier. Dérivant I’équation Pyf = uf,
il vient que (2u — Py)f' = Py f = &. Comme p(FP,L>(T)) = 1 et 2u] > 1, (2u — Py) est
inversible sur L=(T), et f/ = S0 (2u)~*+1) Pl¢y. Mais puisque & € E' et p(Py, E') = 1,
cette derniére série converge également dans E! vers une fonction g € E', égale a f’ presque
partout. Il en résulte que f est la primitive d’'une fonction lipschitzienne. Donc f est de classe
C!, et sa dérivée (au sens classique) g est lipschitzienne.

On note désormais f’ = g. Pour prouver que f est de classe CP, pour tout p > 1, on itere
la démonstration précédente. Par exemple, si p = 2, on part de ’équation [’ = iPo ff+&:
les fonctions f’ et & étant lipschtitziennes, elles s’écrivent comme primitives de fonctions
mesurables bornées, qu’on notera respectivement f” et &). Par dérivation, on obtient, dans
L>°(T), f" = (4p) "L Py f"+£&1, avec £ € E'. On conclut comme précédemment en considérant
la série >0 (4pu) F PEE;.

o f €Ty :soit z = (x(n))pez la suite des coefficients de Fourier de f. En vertu du lemme

3.1, Péquation Pyf = puf est équivalente a v2Tpx = px, c’est-a-dire a :

N
pxr(n) = Z hpr(2n — k), Vn € Z.
k=0
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Soit ¢ € N* quelconque, et Sy = sup [n‘a(n)| (on a Sy < 400 car f est de classe C°°). Pour
n<0

tout n < 0, on a

CSy

()| < gt

avec C' = E{fzo |hi|- Donc Sy < %245@. Pour /¢ assez grand, cette derniére inégalité n’est

possible que si Sy = 0, c’est-a-dire x(n) = 0 pour tout n < 0.

Soit maintenant Ry = sup |n‘z(n)|. Pour tout n > N 41, on a
n>N+1
CRy CRy
()] < < .
|2n — N|¢ = 24n|¢1 — 2]\],\:_2\3

Dot Ry < %2_5(%\[—:‘;)3}%@. Pour ¢ assez grand, il vient que Ry = 0, c’est-a-dire z(n) = 0

pour tout n > N + 1. Le a) du lemme est démontré.

b) Soit f € E! telle que Pyf = uf, avec |u| = 1,u # 1 (on sait que f € Ty, mais
cette propriété n’intervient pas ici). Démontrons que f = 0 : I'équation Pyf(A) = puf(N)
appliquée avec A = 0 donne pf(0) = f(0), d’ou f(0) = 0 (on a utilisé le fait que Hp(0) = 1 et
Hy(3) = 0). Enoutre on a |f| = |uf| = |Pof| < Pu(|f]). L'opérateur P, étant positif, la suite
{PI(|f]), j =1} est croissante. De la condition iv) et de la propriété sur I'indice des valeurs
propres de module p(P,, E') pour P, (cf. (B)), il vient que sup;>1 |Pil1 < +oo. Ainsi la
suite de fonctions {PJ(|f]), j > 1} est relativement compacte (th. d’Ascoli) : finalement elle
converge vers une fonction h € E' majorant |f| et telle que P,h = h. On a (PJ(|f]))(0) =0
pout tout j > 1, d’out h(0) = 0. On déduit de la propriété (C) que h (et donc f) sont
identiquement nulles, ce qui prouve la propriété annoncée, soit la premiere assertion du b).

On sait que 1 est valeur propre de Ap, donc de Py. Démontrons que deux fonctions quel-
conques fi et fo de E' Py-invariantes sont nécessairement proportionnelles. On peut toujours
trouver a et b € C tels que la fonction g = afi + bf2 soit nulle en 0. On raisonne alors comme
précédemment (remplacer |f| par |g|) pour prouver que g = 0, ce qui montre bien que fi et f,
sont colinéaires. Par conséquent, ’espace des fonctions de E' Py-invariantes est engendré par
une fonction I' de E' qui, d’apres ce qui précede, appartient en fait & 7. Il reste & prouver
que I'(0) # 0. Or, si on avait I'(0) = 0, le raisonnement ci-dessus (remplacer |f| par |T'|)
montrerait que I' = 0, ce qui est absurde. U

Démonstration de la proposition 2.4 : comme par hypothese r > 2, % est valeur propre
de Ay (cette propriété est bien connue [4]; nous y reviendrons & la fin de l'article). Donc
fto > 3. On déduit de (12) (Bg, = %) et du lemme 3.3 que Jy = . Il reste & démontrer (6) :
Si pg = %, (6) est évident. Supposons que gy > % Soit f une fonction propre associée a une
valeur propre pu de Py telle que |pu| = po. On a nécessairement f € Ty et f(0) = 0. Plus
exactement, utilisant un développement limité dans 1’équation Pyf = uf, on prouve que f
est de la forme : f(A\) = 277(1 —e2™)"g()), et un calcul simple montre que P,g = 2"ug, ol v
est le polynome trigonométrique de la formule (2). On en déduit que 2"uy < p(P,,L>°(T)) =
p(Py|, L°(T)). Or on a p(P,[,L°°(T)) = 2"~ (voir [8]), d'ott pg < 27°L. O
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3.4 Démonstration du théoréeme 2.6.

Pour simplifier les notations, donnons la preuve pour M = 1 (la généralisation pour M > 2
étant immédiate). Rappelons que

Hi(A) = 2771 (14 e¥™) u())
L V-1 A
- - Z h17k62”rk/\.
25
On a noté A; = (al(k’l))k,lzo,..,,N—l la matrice carrée définie par :

Oq(k,l) = h172k_g, k,l=0,...,N —1,

et pp = sup{|u| , p € spect (A1), p # 1}. L’idée de la démonstration est de prouver que la
suite (hjy)x dérive d'une analyse multirésolution, et d’appliquer ensuite les résultats précé-
dents au filtre H;. A cet effet, on considere la fonction

. ¥ A
s =1] Hi(gg), AeR,
k=1

et
“+00

51 = s1() = sup{s € R : / AP d1(A)]dA < +oo).

En vertu de la propriété (3) appliquée a qu, et par définition de M, on a §; =1 —1 > 0.
Par conséquent, la transformée de Fourier inverse ¢1 de ¢1 est continue, & support compact,
et satisfait a I’équation d’échelle

$1(-) = Z hind1(2 - +n).

nez

En outre, {¢1(- + k), k € Z} est un systeme de Riesz : en effet les translatées entieres d'une
fonction g € L2(R) forment un systéme de Riesz s'il existe deux constantes a,b, avec 0 <
a <b < +oo, telles que a < 3,7 |G(X + k)|> < b pour presque tout A € [0,1] [11] [4]. Cette
derniere condition étant satisfaite par hypothese pour ¢, l'est évidemment pour ¢;. Pour
j € Z, on définit 'espace le engendré par {Z%gbl(Qj -—k), k € Z}. Alors la famille (le)jeZ
est une analyse multirésolution [4]. Ainsi la suite (hj j)kez satisfait aux mémes hypothéses
que (hi)rez, et le théoreme 2.2 s’applique a 'opérateur Ty défini sur ¢2(Z) par

1
(Tyz)(n) = % k;hl,kx(zn — k), neZ, xzecl*Z).

D’autre part, on démontre (comme pour le lemme 3.1) que Th o J = J o Pj, ou P, = Py, . Le
théoreme 3.2, appliqué a 71, s’énonce de la maniere suivante :

On a puy < 1. Lespace des fonctions de E' Pj-invariantes est engendré par un polynéme
trigonométrique I'y € Tn—1 tel que T'1(0) = 1.
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Pour tout réel ¢ tel que 6 > max{pu1, %}, il existe une constante Cs > 0 telle que l'on ait,
pour tout X € E' et tout entier j > 1,

IP{X — X(0)T1|l1 < Cs67)| X5 (14)

Soit X € E'. On sait d’apres le théoreme 3.2 que lim; , 1o PJX = X (0)Ty dans E'.
Notons que X — X (0)['g est nulle en 0. Supposons qu’il existe X; € E! tel que

X(A) = X(0)To(A) = SN X1 (N),

ot S(A\) = ™ sin 7\ (la décomposition ci-dessus est presque toujours satisfaite, par exemple
si X est un polynéme trigonométrique). L’énoncé du théoreme 2.6 (pour M = 1) est équivalent
au suivant :

Théoréme 5 Pour tout réel § tel que & > max{ul,%}, il existe une constante Cs > 0,
idépendante de X, telle que

|PJX — X(0)To — 277 X1(0)S - Ty 1 < C527767|| Xy |1 (15)

Preuve du théoréme 3.4 : On a PgX - X(0)'y = Pg (X —X(0)y) = Pg(SXl). Or, grace a
la formule classique sin 2u = 2sin u cos u, on établit facilement, par récurence sur j, I'égalité :
PI(SX1)(\) = 29 S(\)(P{ X1)(M), d'ot

IPIX — X(0)To — 279X, (0)S - Tyfy = 277||S- (Plel _ Xl(O)F1> I
< C279|P{ Xy — X1(0)T 1.
On déduit (15) en appliquant (14) a Xj.

Remarques : a) Pour prouver que % est valeur propre de Ag quand r > 2, on peut procéder
de la maniére suivante : rappelons que PiI'y = I'y. Soit Z(A) = S(A)I'1(\). Utilisant la for-
mule sin 2u = 2sin u cosu, il vient que PyZ = %Z.

b) On suppose toujous M = 1. La proposition 2.4 s’applique & p1, a savoir : soit d; la borne
inférieure des réels § tels que (14), et donc (15), soient satisfaites. On a & < max{yu1, 3 }. Si
en outre Pentier 7 dans (2) est tel que r > 3, alors & =y > 1, et 3 < & < max{27% 1} =
max{2751+1 1},

APPENDICE : Rappels des formules d’analyse-synthése dans la transformée
en ondelettes.

Pour simplifier on suppose ici que {¢(- + k), k € Z} forme une base orthonormée de Vj, et
pour j € Z, on note W le sous-espace de V;41 orthogonal a Vj. Soit

hp = (—1)"h1_p, neZ.

L’ondelette v est définie par

U() = hno(2-+n). (16)

nel
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La fonction ¢ est dans Wy et {¢)(- — k), k € Z} forme une base orthonormée de Wy. Le
systeme {2%1/1(2j - —k), k € Z} est alors une base orthonormée de W; pour tout j € Z,

et {224)(27 - —k), j k € Z} une base orthonormée de L2(R). Rappelons également que
les fonctions ¢ et ¢ sont a support compact et admettent la méme régularité. On notera

9ik(:) = 2%9(2j - —k) pour g = ¢ et 1p. Pour f € Vj, on considere les suites x, 29, z1 de £2(Z)
définies par

z(n) = (f,¢(-—n)), n€Z
<f7 ¢—17n>, n €z
L1 (n) = <f7 w—l,n>7 nez

Grace a (1) et (16), on obtient les formules (dites d’analyse) :

zo(n) = \[thx (2n — k)

kEZ

xo(n)

xl(n) = thx 2n —

kGZ

On reconnait dans la premiere formule l'action de l'opérateur Tpy. En retour, ’égalité f =

Yonez Z(M)Pon =D pez To(n)P—1n + D ez 21(n)Y_1, fournit la formule de synthese (qu’on
notera pour simplifier x = S(zg, x1)) :

<Z hon—rzo(n) + Z hon—kz1(n )

nez ne”L

Si on oublie ’aspect fonctionnel dans la description ci-dessus, on remarque que, partant d’une
suite x, on a construit par un procédé de filtrage-décimation deux suites xg, 1, qui grace a
la formule de synthese, redonnent . Soit Ty I'opérateur défini sur ¢2(Z) par

(Toz)(n thx (2n—k), n€Z, x¢cl*(7).
\fk’GZ

Soient x € (*(Z) et j € N*. L’algorithme se décompose de la maniére suivante :

- Analyse. On calcule les (j + 1) suites z1 = Tox,x9 = ToTox,...,xj = Tng_lx et
Y; = gZL‘
- Synthése. Pour m = 3,5 — 1,...,1, on itere la procédure ym—1 = S(Ym, Tm)-

- On retrouve finalement yo = x.

Dans la pratique, la suite x analysée admet un support fini de longueur L (en général L est

nettement supérieure a la taille NV du filtre Ho) Les supports des suites x1, x2, ..., x; et y; sont
alors respectivement de longueur %, %, cee 2], et L (noter que la somme est égale a L). On
réduit ensuite la longueur de ces supports en effectuant une approximation Iy, Z2,...,T;,¥;
de x1,29,...,x,y; (phase de compression des données). Enfin on applique 1'algorithme de
synthese aux suites 21, 72, ..., Z;,¥;, ce qui fournit une approximation de z.
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